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本 书 系统 介绍 数学 建 模 的 理论 及 应 用 ， 作 者 将 数学 建 模 的 过 程 归 结 为 五 个 步骤 〈 即 “五 
步 方 法 ")， 并 贯穿 全 书 各 类 问题 的 分 析 和 讨论 中 ， 阑 述 了 如 何 使 用 数学 模型 来 解决 实际 问题 . 
提出 了 在 组 建 数学 模型 并 且 进 行 分 析 得 到 结论 之 后 如 何 进行 模型 的 灵敏 性 和 稳健 性 的 分 析 ， 
将 数学 建 模 方法 与 计算 机 使 用 密切 结合 ， 不 仅 通 过 对 每 个 问题 的 讨论 给 予 很 好 的 示范 ， 而 且 
配备 了 大 量 的 习题 训练 ， 本 书 适合 作为 高 等 院 校 相关 课程 的 教材 和 参考 书 ， 也 可 供 参 加 国内 
外 数学 建 模 竞赛 的 人 员 参 考 ， 以 及 数学 应 用 相关 的 专业 人 员 参 考 . 
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第 2 版 前 言 


这 本 教材 的 第 2 版 反映 了 若干 学 生 和 教师 很 有 见解 的 批评 和 建议 ， 最 显著 的 
变化 是 增加 了 广泛 提议 的 两 个 新 的 小 节 . 在 第 3 章 “ 最 优化 计算 方法 ”增加 了 关 . 
于 离散 最 优化 的 新 的 一 节 ， 这 里 我 们 给 出 了 整数 规划 的 分 支 定 界 方法 的 实用 的 介 
绍 ， 我 们 还 探讨 了 线性 规划 和 整数 规划 之 间 的 联系 ， 这 样 较 早 地 引入 了 对 连续 模 
型 离散 化 的 重要 的 设想 .在 第 6 章 “ 动 态 模型 的 模拟 ”增加 了 关于 混沌 和 分 形 的 
新 的 一 节 ， 我 们 应 用 分 析 和 模拟 两 种 方法 探讨 了 离散 的 和 连续 的 动态 系统 的 特 
性 ， 以 便 理解 在 确定 的 条 件 下 它们 如 何 变 成 混沌 ， 这 一 节 为 此 课题 提供 了 一 个 实 
际 的 易于 理解 的 介绍 ， 学 生 获得 了 关于 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 、 周 期 加 倍 和 奇 
怪 吸 引子 ， 也 就 是 分 形 集 等 概念 的 体验 .最 重要 的 是 ， 在 研究 这 些 实际 问题 中 ， 
不 断 增加 了 学 生 对 数学 的 兴趣 . 

第 2 版 还 反映 了 当前 技术 的 进步 , 包括 了 计算 机 代数 系统 MAPLE 和 
MATHEMATICA 的 最 新 的 版 本 的 应 用 .在 第 3 章 介 绍 了 电子 表格 的 线性 和 整 
数 规划 求解 软件 ， 以 及 流行 的 线性 规划 软件 包 LINDO 产品 ， 所 有 的 计算 机 图 像 
和 适当 应 用 技术 的 讨论 都 已 更 新 ， 在 本 书 中 涉及 的 算法 在 不 同 平台 上 的 计算 机 实 
现 ， 以 及 本 书包 括 的 所 有 图 像 和 计算 结果 的 计算 机 文件 可 以 从 作者 那里 获得 . 

我 们 很 高 兴 读者 对 第 1 版 提出 了 众多 反馈 意见 ， 我 们 最 希望 听 到 使 用 这 本 书 
的 学 生 与 教师 的 意见 ， 请 别 客 气 ， 随 时 向 我 提出 任何 批评 和 建议 . 


Mark M. Meerschaert 电话 : (702) 784-6077 
数学 系 传真 : (702) 784-1478 
内 华 达 大 学 Email: mcubed@unr. edu 


Reno, NV 89557-0045 http; //unr. edu/homepage/mcubed/ 


第 1 版 前 言 


这 本 书 是 为 数学 专业 及 相关 专业 大 学 高 年 级 的 学 生 或 刚 入 学 的 研究 生 提供 的 
一 本 数学 建 模 领域 的 人 门 读物 ， 大 学 数学 中 一 、 二 年 级 通常 掌握 的 一 元 微 积分 、 
多 元 微 积分 、 线 性 代数 和 微分 方程 是 必需 的 .优先 接触 过 计算 、 概 率 和 统计 是 有 
用 的 ， 但 不 是 阅读 本 书 的 前 提 . 

本 书 与 某 些 专注 于 某 一 类 数学 模型 的 教科 书 不 同 ， 覆 盖 了 从 最 优化 到 动态 系 
统 到 随机 过 程 中 有 关 建 模 问 题 的 广泛 领域 . 本 书 也 与 另外 一 些 仅仅 要 求 掌 握 微 积 
分 知识 的 书籍 不 同 ， 它 将 鼓励 学 生 使 用 他 们 所 学 的 全 部 的 数学 知识 来 解决 问题 
《因为 这 些 都 是 解决 实际 问题 时 需要 的 ). 

占 绝对 优势 的 数学 模型 可 以 归于 如 下 的 三 大 类 : 最 优化 模型 、 动 态 模 型 和 概 
率 模型 ， 在 实际 应 用 中 模型 的 类 型 可 能 由 所 遇 到 的 问题 决定 ， 但 更 多 的 是 与 使 用 
者 对 模型 的 选择 有 关 ， 在 许多 实例 中 都 可 以 使 用 若干 不 同类 型 的 模型 .例如 : 一 
个 大 规模 的 蒙特 卡 罗 模 拟 模型 也 可 能 会 与 一 个 小 的 易于 处 理 的 基于 期 望 值 的 确定 
性 模型 结合 起 来 使 用 . 

与 数学 模型 的 三 个 主要 类 别 相对 应 ， 本 书 也 分 为 三 个 部 分 ,我 们 从 最 优化 模 
型 开始 ， 第 1 章 的 第 一 节 在 一 个 变量 的 最 优化 问题 的 内 容 中 介绍 了 数学 建 模 的 五 
步 方 法 .在 这 一 章 的 其 余部 分 还 介绍 了 灵 人 敏 性 分 析 和 稳健 性 分 析 .， 全 书 贯穿 使 用 
了 这 些 数 学 建 模 的 基本 原理 .每 一 章 后 面 的 习题 也 要 求学 生 掌 握 ， 第 2 章 ， 关 于 
多 变量 最 优化 ， 我 们 介绍 了 决策 变量 、 可 行 解 、 最 优 解 和 约束 条 件 . 在 这 一 章 介 
绍 的 拉 格 朗 日 乘 数 法 主要 是 为 了 在 多 元 微 积分 中 没有 接触 过 这 一 重要 的 技术 的 学 
生 . 在 关于 问题 对 于 约束 条 件 的 灵敏 性 分 析 的 这 一 节 ， 我 们 会 了 解 到 拉 格 朗 日 乘 
子 可 用 来 表示 影子 价格 (有些 作 者 称 它 为 对 偶 变 量 )， 这 些 被 放 在 第 3 章 稍 后 的 
关于 线性 规划 的 讨论 当中 . 第 3 章 包含 了 一 些 重 要 的 计算 技术 ， 包 括 单个 和 多 个 
变量 的 牛顿 法 和 线性 规划 . 

这 本 书 的 第 二 部 分 是 关于 动态 模型 的 ,介绍 状态 和 平衡 态 的 概念 ， 随 后 的 关 
于 状态 空间 、 状 态 变 量 和 随机 过 程 的 平衡 态 的 讨论 都 与 这 些 概念 密切 相关 ， 还 讨 
论 了 离散 和 连续 时 间 的 非 线 性 动态 系统 ， 在 书 中 的 这 一 部 分 很 少 强调 严格 的 解析 
解 ， 因 为 许多 这 类 模型 容许 非 解析 解 . 

在 书 的 最 后 一 部 分 我 们 介绍 了 概率 模型 ， 学 习 这 部 分 内 容 不 需要 事先 了 解 概 
率 的 知识 ， 我 们 在 本 书 前 两 部 分 的 基础 上 进行 讲解 ， 以 自然 和 直观 的 方式 介绍 实 
际 问题 中 有 关 概 率 的 概念 . 

这 本 书 的 每 一 章 都 配 有 挑战 性 的 习题 ， 这 些 习 题 不 但 要 求学 生 付出 巨大 的 努 
力 还 需要 一 定 的 创造 性 ， 书 中 的 问题 不 是 编造 的 ， 它 们 都 是 现实 问题 . 这 些 问题 
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没有 被 设计 去 阐明 特定 数学 技术 的 应 用 ， 相 反 ， 由 于 问题 的 需要 ， 书 中 有 了 时 将 会 
偶尔 使 用 某 些 新 的 数学 技术 ， 我 决定 在 书 中 不 安排 任何 内 容 使 学 生产 生 疑 问 : 
“这 个 内 容 是 干什么 用 的 ?” 尽 管 虚构 的 问题 过 于 典型 化 、 过 分 简化 或 严重 不 实 
际 ， 但 是 虚构 的 问题 还 是 包含 了 应 用 数学 去 解决 实际 问题 时 的 基本 的 挑战 ， 对 于 
许多 学 生来 说 ， 虚 构 的 问题 提供 了 足够 的 挑战 . 这 本 书 教授 了 学 生 如 何 去 解 决 这 
些 虚 构 的 问题 . 本 书 提供 了 一 种 通用 方法 ， 可 以 使 得 有 能 力 的 学 生成 功 地 运用 它 
去 解决 这 些 虚 构 的 问题 ， 它 出 现在 第 1 章 的 第 1 节 . 这 个 方法 同样 可 用 于 全 书 所 
有 类 型 的 问题 . 

每 一 章 的 习题 的 后 面 列 出 了 建议 的 进一步 阅读 的 参考 文献 、 其 中 包括 了 若干 
与 该 章 内 容 有 关 的 应 用 数学 的 UMAP 模块 ，UMAP 模块 能 够 提供 对 本 书 材料 的 
有 价值 的 补充 .所 有 的 UMAP 模块 可 以 从 COMAP 公司 得 到 (COMAP Inc. , 
57 Bedford St. , Suite 210, Lexington MA, 02173; 电话 为 1-800-772-6627; 电 
子 邮 件 为 order@comap. com; 网 址 为 http: //www. comap. com). 

本 书 的 主要 论题 之 一 是 使 用 适当 的 技术 去 解决 数学 问题 ， 计 算 机 代数 系统 、 
图 像 和 数值 方法 都 是 数学 工具 ， 许 多 学 生还 没有 接触 到 这 些 工 具 . 我 们 把 当代 新 
技术 引入 了 本 书 ， 因 为 这 些 新 技术 更 加 便于 解决 现实 世界 中 的 问题 ， 从 而 激励 学 
生 去 学 习 它 ， 计 算 机 代数 系统 和 二 维 图 形 在 全 书 都 会 用 到 ， 第 2、3 章 关 于 多 元 
最 优化 的 问题 涉及 三 维 图 形 ， 接 触 过 三 维 图 形 的 学 生 可 以 尝试 使 用 已 掌握 的 知 
R. 课文 中 的 数值 方法 包括 牛顿 方法 、 线 性 规划 、 欧 拉 方 法 和 线性 回归 . 

书 中 除了 介绍 绘图 工具 在 数学 中 的 恰当 使 用 之 外 ， 还 包括 大 量 用 计算 机 绘制 
的 图 形 ， 计 算 机 代数 系统 广泛 地 用 于 明显 地 需要 代数 计算 的 那些 章节 ， 本 书 第 
2、4、5 章 包含 了 从 计算 机 代数 系统 MAPLE 和 MATHEMATICA 得 到 的 实际 
的 计算 机 输出 ， 关 于 计算 技术 的 章节 (第 3、6、9 章 ) 讨论 了 对 于 求解 允许 非 解 
析 解 的 问题 时 数值 算法 的 恰当 使 用 ， 关 于 线性 规划 的 第 3. 3 节 中 包括 了 从 流行 的 
线性 规划 软件 包 LINDO 得 到 的 实际 的 计算 机 输出 ， 关 于 线性 回归 的 第 8. 3 节 包 
括 了 从 通用 的 统计 软件 包 MINITAB 得 到 的 输出 . 

学 生 需 要 具备 这 些 专用 的 技术 以 便 他 们 充分 地 利用 本 书 . 我 尽量 方便 各 种 教 
师 使 用 这 本 书 . 有些 人 有 办 法 使 学 生 接 触 这 些 复杂 的 计算 工具 ， 但 有 些 人 办 法 较 
少 ， 最 起 码 的 需要 包括 : (1) 绘制 二 维 图 形 的 工具 ，(2) 一 台 能 使 学 生 执 行 简单 
的 数值 算法 的 计算 机 ， 计算 机 电子 表格 软件 或 者 可 编程 的 图 形 计 算 器 都 可 以 做 这 
些 事情 ， 理 想 的 状况 是 为 学 生 提供 机 会 接触 较 好 的 计算 机 代数 系统 、 线 性 规划 软 
件 包 和 统计 计算 软件 包 ， 下 面 提供 了 关于 最 流行 的 计算 机 软件 包 的 信息 ， 对 于 那 
些 没 有 接触 过 这 些 专 门 软 件 的 学 生 和 教师 来 说 是 有 帮助 的 . 

本 书 中 的 数值 算法 是 以 伪 代 码 的 形式 表示 的 .有些 教师 喜欢 让 学 生 自己 实现 
RERE. 另 一 方面 ， 如 果 不 打 算 要 求学 生 去 编写 程序 ， 我 们 希望 教师 很 方便 地 
提供 给 学 生 适 当 的 软件 ， 本 书 中 所 有 的 算法 都 在 各 种 计算 机 的 平台 上 实现 过 ， 对 
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于 本 书 的 使 用 者 非常 方便 ， 无须 附加 的 费用 . 如 果 你 想得到 这 些 算法 的 拷贝 ， 请 
与 作者 联系 ， 同 样 ， 如 果 你 愿意 与 另外 的 教师 和 学 生 共享 你 自己 的 算法 ， 请 送 一 
份 你 的 拷贝 给 我 ， 如 过 你 允许 的 话 ， 我 将 免费 将 它 拷贝 给 其 他 的 人 . 

数学 建 模 是 连接 数学 和 现实 世界 的 桥梁 ， 从 提出 问题 ， 思 考 、 优 化 这 个 问 
题 ， 到 用 精确 的 数学 语言 叙述 这 个 问题 ， 一 旦 问题 变 成 数学 问题 ， 就 可 以 使 用 数 
学 去 求 得 解答 ， 最 后 ， 需 要 倒转 这 个 过 程 ， 把 数学 的 解答 翻译 成 对 于 原 问 题 来 说 
是 易于 了 解 的 、 有 意义 的 答案 (这 是 很 多 人 经 常 忽略 的 部 分 . ) 有 些 人 擅长 语 
言 ， 而 另 一 些 人 则 擅长 计算 ,我 们 需要 具备 两 种 能 力 的 人 .我 们 需要 更 多 的 人 既 
擅长 语言 又 擅长 计算 ， 并 且 愿 意 和 能 够 进行 翻译 .这 些 人 就 是 将 来 解决 问题 的 有 
影响 力 的 人 . 


软件 


下 面 是 与 本 书 内 容 有 关 的 相关 软件 包 的 部 分 清单 

计算 机 代数 系统 

DERIVE, Soft Warehouse, Inc., http: //www. derive. com 

MAPLE, Waterloo Maple, Inc. , http: //www. maplesoft. com 

MATHCAD, Mathsoft, Inc. , 1-800-628-4223, http; //www. mathsoft. 
com 

MATHEMATICA, Wolfram Research, Inc. , http; //www. mathematica. 
com 

MATLAB, The Math Works, Inc. , http: //www. mathworks. com 

统计 软件 包 

MINITAB, Minitab, Inc. , 1-800-322-1377, http: //www. minitab. com 

SAS, SAS Institute, Inc. , http; //www. sas. com 

SPSS, SPSS Inc. , http: //www. spss. com 

线性 规划 软件 包 

LINDO, The Scientific Press, 1-800-451-5409, http: //www. lindo. com 

MPL, Maximal Software, Inc., http; //www. maximal-usa. com 


AMPL, Compass Modeling Solutions, Inc. , http: /www. modeling. com 
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解决 最 优化 问题 是 数学 的 一 些 最 为 常见 的 应 用 .无 论 我 们 进行 何 种 工作 ,我 
们 总 是 希望 达到 最 好 的 结果 ， 而 使 不 好 的 方面 或 消耗 等 降 到 最 低 ， 企 业 管理 人 员 
试图 通过 对 一 些 变量 的 控制 使 收益 达到 最 大 ， 或 在 达到 某 一 预期 目标 的 前 提 下 使 
成 本 最 低 . 经 营 渔业 及 林业 等 可 更 新 资源 的 管理 者 要 通过 控制 产量 以 达到 长 期 效 
益 的 最 大 化 ; 政府 机 构 需要 建立 一 些 标准 ， 使 生产 生活 消费 品 的 环境 成 本 降 到 最 
低 ; 计算 机 的 系统 管理 员 要 使 计算 机 的 处 理 能 力 达 最 大 ， 而 使 作业 的 延迟 最 少 ; 
农民 会 尽量 调整 种 植 空间 从 而 使 收获 最 高 ; 医生 则 要 合理 使 用 药物 使 其 副作用 降 
到 最 低 . 这 些 以 及 许多 其 他 的 应 用 都 有 一 个 共同 的 数学 模式 : 有 一 个 或 多 个 可 以 
控制 的 变量 ， 它 们 通常 要 受 一 些 实际 中 的 限制 ， 通 过 对 这 些 变量 的 控制 ， 从 而 使 
某 个 目标 达到 最 优 ， 最 优化 模型 正 是 要 给 定 问题 的 约束 条 件 ， 确 定 受 约束 的 可 控 
变量 的 取 值 ， 以 达到 最 优 结果 . 
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我 们 对 最 优化 模型 的 讨论 从 单 变 量 优化 问题 开始 . 大 多 数学 生 对 此 已 经 有 了 
一 些 实际 的 经 验 ， 单 变量 优化 问题 又 称 极 大 - 极 小 化 问题 ， 通 常 在 大 学 第 一 学 期 
的 微 积分 课程 中 已 有 介绍 .很 多 方面 的 实际 应 用 问题 仅 用 这 些 方法 就 可 以 处 理 . 
本 章 的 目的 一 方面 是 对 这 些 基 本 方法 进行 回顾 ， 另 一 方面 是 介绍 数学 模型 的 常见 
形式 等 基础 知识 . 


1.1 五 步 方法 


本 节 概 要 地 介绍 用 数学 模型 解决 问题 的 一 般 过 程 ， 我 们 称 之 为 五 步 方 法 ， 我 
们 以 解决 一 个 典型 的 单 变 量 极 大 - 极 小 化 问题 为 例 来 介绍 这 个 过 程 ， 这 类 问题 大 
多 数学 生 在 第 一 学 期 的 微 积分 课程 中 都 是 接触 过 的 . 

例 1.1 一 头 猪 重 200 磅 % ,每 天 增 重 5 磅 ， 人 饲养 每 天 需 花 费 45 美 分 ， 猪 的 
市 场 价格 为 每 磅 65 美 分 ， 但 每 天 下 降 1%， 求 出 售 猪 的 最 佳 时 间 . 

解决 问题 的 数学 模型 方法 包括 五 个 步 又 : 

1. 提出 问题 

2. 选择 建 模 方法 

3. 推导 模型 的 数学 表达 式 

4. 求解 模型 

5. 回答 问题 

第 一 步 是 提出 问题 ， 而 问题 需要 用 数学 语言 表达 ， 这 通常 需要 大 量 的 工作 . 
在 这 个 过 程 中 ， 我 们 经 常 要 根据 问题 的 特点 做 一 些 假 设 ， 在 这 里 不 必 担 心 需要 做 
出 推测 ， 因 为 我 们 总 可 以 在 后 面 的 过 程 中 随时 返回 、 用 更 好 的 推测 进行 调整 .在 
我 们 用 数学 形式 提出 问题 之 前 ， 我 们 要 定义 一 些 术语 ， 首 先 列 出 整个 问题 涉及 的 
变量 ， 包 括 恰 当 的 单位 ， 然 后 写 出 关于 这 些 变量 所 做 的 假设 ， 列 出 我 们 已 知 的 或 
假设 的 这 些 变量 之 间 的 关系 式 ， 包 括 等 式 和 不 等 式 ， 这 些 工作 做 完 后 ， 就 可 以 提 
出 问题 了 ， 用 明确 的 数学 语言 写 出 这 个 问题 的 目标 的 表达 式 ， 再 加 上 前 面 写 出 的 
变量 、 单 位 、 等 式 、 不 等 式 及 所 做 假设 ， 就 构成 了 完整 的 问题 

在 例 1. 1 中 ， 全 部 的 变量 包括 : 猪 的 重量 w( 磅 ) ， 从 现在 到 出 售 猪 期 间 经 历 
的 时 间 ECR), t 天 内 饲养 猪 的 花费 C( 美 元 )， 猪 的 市 场 价格 p( 美 元 / 磅 ), 售 出 生 
猪 所 获得 的 收益 R( 芋 元 )， 我 们 最 终 获 得 的 净 收 益 P( 美 元 )， 这 里 还 有 一 些 其 他 
的 有 关 量 ， 如 猪 的 初始 重量 (200 磅 ) 等 ， 但 它们 不 是 变量 .这 里 把 变量 和 参量 区 
分 开 是 很 重要 的 . 

下 面 我 们 要 列 出 对 步骤 1 中 所 确定 的 这 些 变 量 所 做 的 假设 .这 里 考虑 到 了 参 
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量 在 模型 中 的 影响 ， 猪 的 重量 从 初始 的 200 磅 按 每 天 5 磅 增加 ， 我 们 有 : 


(w BR) = (200 磅 ) 十 (2B) 天 ). 


这 里 我 们 把 变量 的 单位 包括 进去 ， 从 而 可 以 检查 所 列 式 子 是 否 有 意义 . 
该 间 题 中 涉及 到 的 其 他 假设 包括 : 
美元 /0.65 美元、 /0.01 美元 
(Fae) = (RA) (gS) ® 
my 0.45 美元 
(C 美元 ) = (一 壬 ~ IES 


(R 美元 ) = (222) om 


(P 美元 ) = (R 美元 ) — (C KI). 
我 们 还 要 假设 :二 0， 在 这 个 问题 中 ,我们 的 目标 是 求 净 收 益 P 的 最 大 值 ， 图 1-1 
对 第 一 步 所 得 的 结果 进行 了 归纳 ， 以 便于 后 面 参 考 . 


变量 : 

t= TTA CK) 

w= hE) 

bp 一 猪 的 价格 (美元 / 磅 ) 

C 一 饲养 + 天 的 花费 (美元 ) 
RR 二 售 出 猪 的 收益 (美元 ) 
PP 一 净 收益 (美元 ) 


w=200+5¢ 
p=0. 65 一 0. 01t 
C=0. 45t 
R=pew 
P=R-C 
1 之 0 

目标 : 求 已 的 最 大 值 


图 1-1 售 猪 问题 的 第 一 步 的 结果 


第 一 步 中 的 三 个 阶段 (变量 、 假 设 、 目 标 ) 的 确定 不 需要 按 特定 的 顺序 ， 比 如 在 第 
一 步 中 首先 确定 目标 常常 更 有 帮助 .在 例 1. 1 中 ， 我 们 定义 了 目标 P 和 列 出 等 式 P= 
R 一 C 后 ， 才 能 容易 看 出 R 和 C 应 该 为 变量 .一 个 考查 第 一 步 是 否 完整 的 方法 是 检 
E 己 是 否 可 以 最 终 表示 成 变量 上 的 函数 .关于 步骤 1 的 一 个 最 好 的 一 般 性 建议 就 是 
首先 写 出 所 有 显而易见 的 部 分 ,〈 例 如 对 有 些 变量 ， 只 需 阅 读 对 问题 的 说 明 ， 并 找 
出 其 中 的 名 词 ， 即 可 得 到 . ) 随 着 这 个 过 程 的 进行 ， 其 他 部 分 会 逐渐 补充 完整 . 

第 二 步 是 选择 建 模 方法 ， 现 在 我 们 已 经 有 了 一 个 用 数学 语言 表述 的 问题 ， 我 
们 需要 选择 一 个 数学 方法 来 获得 解 . 许多 问题 都 可 以 表示 成 一 个 已 有 有 效 的 一 般 
求解 方法 的 标准 形式 ， 应 用 数学 的 多 数 研究 ， 包 含 确定 问题 的 一 般 类 别 ， 并 提出 
解决 该 类 问题 的 有 效 方法 ， 在 这 一 领域 有 许多 的 文献 ， 并 且 不 断 取 得 许多 新 的 进 
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展 . 一 般 很 少 有 学 生 对 选择 较 好 的 建 模 方法 有 经 验 或 熟悉 参考 文献 ， 在 这 本 书 
里 ， 除 了 极 少 的 例外 ， 我 们 都 会 给 定 所 用 的 建 模 方法 ， 我 们 将 例 1. 1 定位 为 单 变 
量 优化 问题 ， 或 极 大 - 极 小 化 问题 . 

我 们 只 给 出 所 选 建 模 方法 的 主要 内 容 ， 细 节 请 读者 参考 微 积 分 入门 教科 书 . 

给 定 定义 在 实 轴 的 子 集 S 上 的 实 值 函 数 y 一 了 f(z). 设 f 在 S 的 某 一 内 点 x 是 
可 微 的 ， 若 f Ec 达到 极 大 或 极 小 ， 则 了 (zx) 二 0， 这 一 结论 由 微 积分 中 的 一 个 
定理 保证 . 据 此 我 们 可 以 在 求 极 大 或 极 小 点 时 不 考虑 那些 xES 中 (zx) 关 0 的 内 
点 ， 只 要 了 (zx) 一 0 的 点 不 太 多 ， 这 个 方法 就 很 有 效 . 

第 三 步 是 推导 模型 的 公式 ， 我 们 要 把 第 一 步 得 到 的 问题 应 用 于 第 二 步 ， 写 成 
所 选 建 模 方法 需要 的 标准 形式 ， 以 便于 我 们 运用 标准 的 算法 过 程 求解 ， 如果 所 选 
的 建 模 方法 通常 采用 一 些 特 定 的 变量 名 ， 比 如 我 们 的 这 个 例子 ， 那 么 把 我 们 问题 
中 的 变量 名 改换 一 下 常会 比较 方便 ， 我 们 有 : 

P= R—C 
= p. w—0. 45t 
= (0. 65 — 0. 012) (200 + 5t) — 0. 45t. 

记 y 二 了 作为 需 最 大 化 的 目标 变量 ，zx=t 作为 自 变量 ， 我 们 的 问题 现在 化 为 

在 集合 S={z : zx 之 0} 上 求 下 面 函 数 的 最 大 值 ; 
y= f(x) 
= (0.65 — 0. 01x) (200 + 5x) — 0. 452. 

第 四 步 是 利用 第 二 步 中 确定 的 标准 过 程 求解 这 个 模型 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 我 
们 要 对 (1) 式 中 定义 的 y= f(z) 在 区 间 c>0 上 求 最 大 值 . 图 1-2 给 出 了 f(z) 的 
曲线 .由 于 了 关于 z 是 二 次 的 ， 因 此 这 是 一 条 抛物 线 ， 我 们 计算 出 


/ _ (8— Zz) 


则 在 点 z=8 处 了 (xz) 二 0， 由 于 了 在 区 间 ( 一 eo，8) 上 是 单调 上 升 的 ， 而 在 区 间 
《8，co) 是 单调 下 降 的 ， 则 点 z=8 是 整体 最 大 值 点 ， 在 此 点 我 们 有 y= f(8) = 
133.20. AUK Cr, y)=(8 133. 20) 是 f 在 整个 实 轴 上 的 整体 最 大 值 点 ， 从 而 也 
是 区 间 x 之 0 上 的 最 大 值 点 . 

第 五 步 是 回答 开始 在 第 一 步 中 提出 的 问题 何 时 售 猪 可 以 达到 最 大 的 净 收 
a. 由 我 们 的 数学 模型 得 到 的 答案 是 在 8 天 之 后 ， 可 以 获得 净 收益 133. 20 美元 . 
只 要 第 一 步 中 提出 的 假设 成 立 ， 这 一 结果 就 是 正确 的 ， 相 关 的 问题 及 其 他 不 同 的 
假设 可 以 按照 第 一 步 中 的 做 法 调整 得 到 ， 由 于 我 们 处 理 的 是 一 个 实际 问题 (一 个 
农民 决定 何 时 出 售 他 饲养 的 生猪 ) ， 在 第 一 步 中 会 有 一 个 风险 因素 存在 ， 因 此 通 
常 有 必要 研究 一 些 不 同 的 可 能 ， 这 一 过 程 称 为 灵敏 性 分 析 ， 我 们 将 在 下 -一 节 中 
讨论 . 


这 一 节 的 主要 目的 是 介绍 数学 建 模 的 五 步 方 法 ， 图 1-3 将 这 一 方法 总 结 归纳 


d) 
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图 1-2 售 猪 问题 的 净 收 益 f(x) 关于 售 猪 时 间 z 的 曲线 图 
jz) 一 (0.65 一 0.01z)(200 十 5z) 一 0. 45x 


第 一 步 ， 提出 问题 . 
(a) 列 出 问题 中 涉及 到 的 变量 ， 包 括 适 当 的 单位 . 
(b) 注意 不 要 混淆 了 变量 和 常量 . 
Cc) 列 出 你 对 变量 所 做 的 全 部 假设 ， 包 括 等 式 和 不 等 式 
(Cd) 检查 单位 从 而 保证 你 的 很 设 有 意义 . 
Ce) 用 准确 的 数学 表达 式 给 出 问题 的 目标 . 
第 二 步 ， 选 择 建 模 方法 . 
(a) 选择 解决 你 的 问题 的 一 个 一 般 的 求解 方法 . 
Cb) 一 般 地 ， 这 一 步 的 成 功 需要 经 验 、 技 巧 和 对 相关 文献 有 一 定 的 熟 
BRE. 
O 在 本 书 中 ， 我 们 通常 会 给 定 要 用 的 建 模 方法 . 
第 三 步 ， 推 导 模型 的 公式 . 
(a) 将 第 一 步 中 得 到 的 问题 重新 表达 成 第 二 步 选 定 的 建 模 方法 所 需要 
的 形式 . 
Cb) 你 可 能 需要 将 第 一 步 中 的 … 些 变量 名 改 成 与 第 二 步 所 用 的 记号 
Co) 记 下 任何 补充 假设 ,这些 假设 是 为 了 使 在 第 一 步 中 描述 的 问题 与 
第 二 步 中 选 定 的 数学 结构 相 适 应 而 做 出 的 . 
第 四 步 ， 求 解 模型 . 
Ca) 将 第 二 步 中 所 选 方法 应 用 于 第 三 步 得 到 的 表达 式 . 
(b) 注意 你 的 数学 推导 ， 检 查 是 否 有 错误 ， 你 的 答案 是 否 有 意义 ， 
(c) 采用 适当 的 技术 ， 计 算 机 代数 系统 ， 图 形 ， 数 值 计 算 的 软件 等 都 
能 扩大 你 能 解决 问题 的 范围 ， 并 能 减少 计算 错误 
第 五 步 ， 回 答 问题 . 
Ca) 用 非 技术 性 的 语言 将 第 四 步 的 结果 重新 表述 . 
(Cb) 避免 数学 符号 和 术语 
Cc) 能 理解 最 初 提出 的 问题 的 人 就 应 该 能 理解 你 给 出 的 解答 . 


图 1-3 五 步 方法 


第 1 间 单 变量 最 优化 7 


成 了 便于 以 后 参考 的 图 表 形 式 . 在 本 书 中 ， 我 们 会 运用 这 个 五 步 方法 求解 数学 模 
型 中 的 大 量 问 题 ， 第 二 步 一 般 会 包括 对 所 选 建 模 方法 的 描述 并 附带 一 、 两 个 例 
T. 已 经 熟悉 这 些 建 模 方法 的 读者 可 以 跳 过 这 一 部 分 或 只 熟悉 一 下 其 记号 . 
图 1-3 中 提 到 的 其 他 内 容 ， 如 适当 技术 的 使 用 等 ， 我 们 会 在 本 书后 面 的 章节 中 展 
开 讨 论 . 

每 章 最 后 的 习题 同样 需要 应 用 五 步 方 法 ， 现 在 养 成 使 用 五 步 方法 的 习惯 ， 今 
后 就 会 比较 容易 解决 我 们 过 到 的 复杂 的 模型 问题 ， 这 里 对 第 五 步 要 特别 加 以 注 
意 ， 在 实际 中 ， 仅 有 结果 正确 是 不 够 的 ， 你 还 需要 有 把 你 的 结论 和 其 他 人 交流 的 
能 力 ， 其 中 有 些 人 可 能 并 不 像 你 一 样 对 数学 的 知识 有 那么 多 的 了 解 . 


1.2 灵敏 性 分 析 


上 一 节 概 要 地 介绍 了 数学 建 模 的 五 步 方 法 .整个 过 程 从 对 问题 做 出 一 些 假 设 
开始 ， 但 我 们 很 少 能 保证 这 些 假设 都 是 完全 正确 的 ， 因 此 我 们 需要 考虑 所 得 结果 
对 每 一 条 假设 的 敏感 程度 .这 种 灵敏 性 分 析 是 数学 建 模 中 的 一 个 重要 方面 ， 具 体 
内 容 与 所 用 的 建 模 方法 有 关 ， 因 此 关于 灵敏 性 分 析 的 讨论 会 在 本 书 中 贯穿 始终 . 
这 里 我 们 仅 对 简单 的 单 变量 优化 问题 进行 灵敏 性 分 析 . | 

在 上 节 中 ， 我 们 用 售 猪 问题 ( 例 1. 1) 来 说 明 数学 模型 的 五 步 方法 ， 图 1-1 列 
出 了 我 们 在 求解 该 问题 中 所 做 的 所 有 假设 ， 在 这 个 例子 中 ， 数 据 和 假设 都 有 非常 
详细 的 说 明 ， 即 使 这 样 ， 我 们 还 要 再 严格 检查 ， 数 据 是 由 测量 、 观 察 有 时 甚至 完 
全 是 由 猜测 得 到 的 ， 因 此 我 们 要 考虑 数据 不 准确 的 可 能 性 . 

我 们 知道 有 些 数据 要 比 其 他 的 可 靠 性 高 得 多 ， 生 猪 现 在 的 重量 、 猪 现在 的 价 
格 ， 每 天 的 饲养 花费 都 很 容易 测量 ， 而 且 有 相当 大 的 确定 性 ， 猪 的 生长 速率 则 不 
那么 确定 ， 而 价格 的 下 降 速 率 则 确定 性 更 低 ， 记 r 为 价格 下 降 的 速率 ， 我 们 前 面 
假设 -一 0. 01 美元 /天 ， 现 在 让 我 们 假设 > 的 实际 值 是 不 同 的 ， 对 几 个 不 局 的 + 值 
重复 前 面 的 求解 过 程 ， 我 们 会 对 问题 的 解 关于 r 的 敏感 程度 有 所 了 解 ， 表 1-1 给 
出 了 选择 几 个 不 同 的 x 值 求 出 的 计算 结果 . 图 1-4 将 这 些 数据 绘制 在 了 图 上 ， 我 
们 可 以 看 到 售 猪 的 最 优 时 间 对 参数 r 是 很 敏感 的 . 


表 1-1 售 猪 问题 中 最 佳 售 猪 时 间 x 关于 价格 的 下 降 速率 r 的 灵敏 性 
rm 美元/ 天) r( 美 元 /天 ) 
0. 008 15.0 0. 011 5.5 


0. 009 11.1 0. 012 3. 3 
0. 0 


对 灵敏 性 的 更 系统 的 分 析 是 将 x 作为 未 知 的 参数 ， 仍 按 前 面 的 步骤 求解 . 
写 出 


P = 0. 65 — rt, 
同 前 面 一 样 ， 得 到 


EE 
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0.008 0.009 0.01 0.011 l 0.012 
r( 美 元/ 天) 


图 1-4 售 猪 问题 中 最 佳 售 猪 时 间 关 于 价格 的 下 降 速率 ~ 的 曲线 


y = f(x) 
= (0. 65 — rx) (200 + 5x) — 0. 452. 
然后 计算 


二 2(25rz + 500r — 7) 
5 


f(x) 
tE f (2) =0 的 点 为 
r= go, (2) 
这 样 只 要 r20, 即 只 要 0<r 委 0.014， 最 佳 的 售 猪 时 间 就 由 (2) 式 给 出 ， 对 >> 
0.014, MWA y= f(z) 的 最 高 点 落 在 了 我 们 求 最 大 值 的 区 间 x 之 0 之 外 .在 这 种 
情况 下 ， 由 于 在 整个 区 间 [0，co) 上 都 有 广 (z)<0， 最 佳 的 售 猪 时 间 为 z= 二 0. 
图 1-5 给 出 了 r= 二 0.015 的 情况 . 
猪 的 生长 速率 g 同样 不 很 确定 .我 们 在 前 面 假设 g=5 R/R. 一般 地 ， 我 
们 有 


从 而 有 公式 
F(x) 一 (0.65 一 0.01z)(200 十 gz) 一 0.457， 
于 是 
/ 一 [2gz 十 5(49 一 13g)] 
f (x 100 . 


这 时 使 f(x) 一 0 的 点 为 
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图 1-5 RR ae fC) FE r= 0. 015 时 关于 售 猪 时 间 z 的 曲线 图 
f(x) = (0. 65—0. 015x)(200+5.x) —0. 45x 


_ 5(13g¢g— 49) 

T = “2g . 

只 要 由 (3) 式 计算 出 的 z 值 是 非 负 的 ， 最 佳 售 猪 时 间 就 由 此 公式 给 出 ， 图 1-6 给 
出 了 最 佳 售 猪 时 间 和 生长 速率 g 之 间 的 关系 . 


(3) 


5 
g( 磅 /天 ) 


图 1-6 售 猪 问题 中 最 佳 售 猪 时 间 关 于 生长 速率 g 的 曲线 
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将 灵敏 性 数据 表示 成 相对 改变 量 或 百分比 改变 的 形式 ，. 要 比 绝对 改变 量 的 形 
式 更 自然 也 更 实用 ， 例 如，r 的 10% 的 下 降 导 致 了 x 的 39% 的 增加 ,而 g 的 
10% 的 下 降 导 致 了 xz 的 340 FRE. WMR r AEEA Ar, M z 的 相对 改变 量 为 
Axz/z， 百 分 比 改变 量 为 100Az/z， WR 改变 了 Ar, RA Ar 的 改变 量 ， 
则 相对 改变 量 的 比值 为 Az/z 与 Ar/r 的 比值 ， 令 Ar->0， 按 照 导数 的 定义 ,我 们 
有 


Ax/a > dz r 


Ar/r dr x’ 
我 们 称 这 个 极限 值 为 x 对 r WRA, WX Sa, r). 在 售 猪 问题 中 ， 我 们 在 点 
r=0. 01 得 到 


因此 


=(-2 800) (21) 


二 7 
E 
即 若 r IN 2%, Wa F7. 由 于 


我 们 有 


= 3.062 5, 

于 是 猪 的 生长 率 增 加 1% ， 会 导致 要 多 等 待 3% 的 时 间 再 将 猪 售 出 . 

灵敏 性 分 析 的 成 功 应 用 通常 要 有 较 好 的 判断 力 ， 通 常 既 不 可 能 对 模型 中 的 每 
个 参数 都 计算 灵敏 性 系数 ， 也 没有 这 种 特别 的 要 求 ， 我们 需要 选择 那些 有 较 大 不 
确定 性 的 参数 进行 灵敏 性 分 析 ， 对 灵敏 性 系数 的 解释 还 要 依赖 于 参数 的 不 确定 程 
度 ， 原 始 问题 中 数据 的 不 确定 程度 会 影响 我 们 对 答案 的 自信 度 ， 在 这 个 售 猪 问题 
中 ， 我 们 通常 认为 猪 的 生长 率 g 比价 格 的 下 降 率 ~ 更 可 靠 . 如 果 我 们 观察 了 猪 或 
其 他 类 似 动物 在 过 去 的 生长 情况 ，g 有 25% 的 误差 会 是 很 不 寻常 的 , 但 对 > 的 估 
HA 25% 的 误差 则 不 足 为 奇 . 
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1.3 稳定 性 与 稳健 性 


一 个 数学 模型 称 为 有 稳健 性 是 指 即 使 这 个 模型 不 完全 精确 ， 由 其 导出 的 结果 
仍 是 正确 的 ， 在 实际 问题 中 ， 我们 不 会 有 绝对 准确 的 信息 ， 即 使 能 够 建立 一 个 完 
美的 精确 的 模型 ， 我 们 也 可 能 采用 较 简 单 和 易于 处 理 的 近似 方法 ， 因 此， 在 数学 
模型 问题 中 关于 稳健 性 的 研究 是 很 有 必要 的 一 部 分 . 
在 上 一 节 中 ， 我 们 介绍 了 灵敏 性 分 析 的 过 程 ， 这 是 一 种 根据 对 数据 提出 的 假 
设 来 评估 模型 的 稳健 性 的 方法 .在 数学 建 模 过 程 的 第 一 步 中 ， 还 有 其 他 的 假设 需 
要 检查 .出 于 数学 处 理 的 方便 和 简化 的 自 的 ， 常 常 要 做 一 些 假 设 ， 建 模 者 就 有 责 
任 考 察 这 些 假 设 是 否 太 特殊 ， 以 至 使 建 模 过 程 的 结果 变 得 无 效 . 
图 1-1 列 出 了 求解 售 猪 问 题 所 做 的 全 部 假设 .除了 数据 的 取 值 外 ， 主 要 的 假 
设 是 猪 的 重量 和 每 磅 的 价格 都 是 时 间 的 线性 函数 ， 这 些 显然 是 做 了 简化 ， 不 可 能 
是 严格 满足 的 . 比如， 根据 这 些 假设 ， 从 现在 起 的 一 年 后 ， 猪 的 重量 将 是 
w= 200 十 5(365) 
= 2 025 磅 
而 卖 出 所 得 收益 为 
p = 0.65 — 0. 01(365) 
二 一 3.00 美元 / B. 
一 个 更 实际 的 模型 应 该 既 考 虑 到 这 些 函 数 的 非 线性 性 ， 又 考虑 到 随 着 时 间 推 进 的 
不 确定 性 的 增加 . 
如 果 假 设 是 错 的 ， 模 型 又 怎 能 给 出 正确 的 答案 呢 ? 虽然 数学 模型 力求 完美 ， 
但 这 是 不 可 能 达到 的 .一 个 更 确切 的 说 法 是 数学 模型 力求 接近 完美 ， 一 个 好 的 数 
学 模型 有 稳健 性 ， 是 指 虽然 它 给 出 的 答案 并 不 是 完全 精确 的 ， 但 足够 近似 从 而 可 
以 在 实际 问题 中 应 用 . 
让 我 们 来 考察 在 售 猪 问 题 中 的 线性 假设 ， 其 基本 方程 是 : 
P = pw —0. 45t, 
其 中 pp 为 以 美元 计 的 每 磅 的 生猪 价格 .w 为 以 磅 计 的 猪 的 重量 .如 果 模 型 的 初始 
数据 和 假设 没有 与 实际 相差 太 远 ， 则 售 猪 的 最 佳 时 间 应 该 由 令 P’=0 得 到 .计算 
后 有 
p'wt+ pw = 0.45 
其 中 p'wt pw 项 代表 猪 价 的 增长 率 ， 模 型 告诉 我 们 ， 只 要 猪 价 比 饲养 的 费用 增 
长 快 ， 就 应 暂 不 卖 出 ， 继 续 饲 养 . 此外， 猪 的 价格 改变 包括 两 项 ，p'w 和 pw’. 
第 一 项 pw 代表 因 价 格 下 降 而 损失 的 价值 .第 二 项 prw' 代 表 由 于 猪 增 重 而 增加 的 
价值 .考虑 到 这 个 更 一 般 的 模型 在 应 用 中 的 实际 问题 ， 要 求 的 数据 应 该 包括 将 猪 
的 增长 和 价格 变化 作为 时 间 的 可 微 函数 的 完全 确定 的 具体 形式 ， 我 们 无 法 知道 这 
些 函数 的 准确 形式 ， 甚 至 它们 是 否 有 意义 也 是 个 问题 ， 是 否 可 以 在 星期 天 凌晨 3 
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点 售 猪 ? 猪 价 是 否 可 以 是 无 理 数 ? 让 我 们 来 假设 一 种 情况 .一 个 农民 有 一 头 重量 
大 约 是 200 磅 的 猪 ， 在 上 一 周 猪 每 天 增 重 约 5 磅 .五 天 前 猪 价 为 70 美 分 / 磅 ， 但 
现在 猪 价 下 降 为 65 美 分 / 磅 ， 我 们 应 该 怎么 办 ? 一 个 显而易见 的 方法 是 以 这 些 数 
HE (w=200, w =5, p=0.65, p 二 一 0.01) 为 依据 确定 何 时 售 出 ， 我 们 也 正 是 
这 样 做 的 .我 们 知道 pA w 在 未 来 的 几 周 内 不 会 保持 常数 ， 因 此 p Aw 也 不 会 
是 时 间 的 线性 函数 ， 但是， 只 要 p Mw 在 这 段 时 期 内 的 变化 不 太 大 .由 于 假设 
它们 是 线性 的 而 导致 的 误差 就 不 会 太 大 . 

我 们 现在 要 给 出 上 一 节 的 灵敏 性 分 析 结 果 的 一 个 更 一 般 化 的 解释 ， 回 顾 前 面 
的 结果 ， 最 佳 售 猪 时间 (z) 对 猪 的 生长 率 w 的 改变 的 灵敏 性 为 3， 假设 在 下 几 周 
内 猪 的 实际 生长 率 在 每 天 4.5 到 5. 5 磅 之 间 ， 即 为 预期 值 的 10% 之 内 ， 则 最 佳 信 
猪 时 间 会 在 8 天 的 30% 之 内 变化 ， 即 5 到 11 天 ， 而 仍 在 第 8 天 卖 出 所 导致 的 收 
益 损失 不 超过 1 美元 . 

再 考虑 价格 ， 设 我 们 认为 今后 几 周 内 价格 的 改变 为 p 二 一 0.01， 即 每 天 下 降 
1 美 分 是 最 粳 糕 的 情况 ， 价格 很 有 可 能 在 今后 会 下 降 很 慢 ， 其 至 达到 稳定 (p = 
0). 我 们 现在 能 说 的 只 是 至 少 要 等 8 天 再 出 售 ， 对 较 小 的 p'( 接 近 0)， 模 型 暗示 
我 们 等 较 长 的 时 间 再 出 售 ， 但 我 们 的 模型 对 较 长 的 时 间 不 再 有 效 ， 因此， 解决 这 
个 问题 的 最 好 的 方法 是 将 猪 再 饲养 一 周 的 时 间 ， 然 后 重新 估计 p. op’. w Aw, 
再 用 模型 重新 计算 ， 


1.4 习题 


L 一 个 汽车 制造 商 售 出 一 辆 某 品牌 的 汽车 可 获 利 1 500 美元 ， 估 计 每 100 美元 的 
折扣 可 以 使 销售 额 提 高 15%. 

(a) 多 大 的 折扣 可 以 使 利润 最 高 ? 利用 五 步 方法 及 单 变量 优化 模型 . 

(b) 对 你 所 得 的 结果 ， 求 关于 所 做 的 15% 假 设 的 灵敏 性 .分别 考虑 折扣 量 和 相 
应 的 收益 . 

(c) 假 设 实际 每 100 美元 的 折扣 仅 可 以 使 销售 额 提高 10%， 对 结果 会 有 什么 影 
响 ? 如 果 每 100 美元 折扣 的 提高 量 为 0% 到 15% 之 间 的 某 个 值 ， 结 果 又 
如 何 ? 

(d) 什么 情况 下 折扣 会 导致 利润 的 降低 ? 

2. 在 售 猪 问题 中 ， 对 每 天 的 饲养 花费 做 灵敏 性 分 析 ， 分 别 考虑 对 最 佳 售 猪 时 间 
和 相应 收益 的 影响 ， 如 果 有 新 的 饲养 方式 ， 每 天 的 饲养 花费 为 60 美 分， 会 使 
猪 按 7 磅 /天 增 重 ， 那 么 是 否 值得 改变 饲养 方式 ? 求 出 使 饲养 方式 值得 改变 的 
最 小 的 增 重 率 . : 

3. 仍 考虑 例 1. 1 中 的 问题 . 但 现在 假设 猪 的 价格 保持 稳定 ， 设 

p = 0. 65 — 0. Olz + 0. 000 042 (4) 
表示 上 天 后 猪 的 价格 ( 美 分 / 磅 ). 
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(a) 画 图 表示 (4) 式 及 我 们 原来 的 价格 函数 ， 解 释 为 什么 原来 的 价格 函数 可 以 
作为 (4) 式 在 上 接近 零 时 的 近似 . 

(b) 求 最 佳 的 售 猪 时 间 ， 利 用 五 步 方 法 及 单 变量 优化 模型 . 

(c) 参 数 0. 000 04 表示 价格 的 平稳 率 ， 对 这 个 参数 求 其 灵敏 性 . 分别 考 虑 最 住 
的 售 猪 时 间 和 相应 的 收益 . 

(d) 对 (Cb) 中 的 结果 和 例题 中 所 得 的 最 优 解 进行 比较 .讨论 我 们 关于 价格 的 假 
设 的 稳健 性 . 

. 一 处 石油 泄漏 污染 了 200 英里 ?的 太平 洋 海岸 线 ， 所 属 石油 公司 被 责令 在 14 

天 内 将 其 清除 ， 逾 期 则 要 被 处 以 10 000 美元 /天 的 罚款 .当地 的 清洁 队 每 周 可 

以 清洁 5 英里 的 海岸 线 ， 耗 资 500 美元 /天 .额外 雇用 清洁 队 则 要 付 每 支 清洁 

BA 18 000 美元 的 费用 和 500 美元 /天 的 清洁 费用 . | 

(a) 为 使 公司 的 总 支出 最 低 ， 应 该 额外 雇用 多 少 支 清洁 队 ? 采用 五 步 方法 ， 并 
求 出 清洁 费用 . 

(b) 讨 论 清洁 队 每 周 清洁 海岸 线 长 度 的 灵敏 性 .分 别 考虑 最 优 的 额外 雇用 清洁 
队 的 数目 和 公司 的 总 支出 . 

(c) 讨 论 罚金 数额 的 灵敏 性 .分 别 考 虑 公司 用 来 清理 漏 油 的 总 天 数 和 公司 的 总 
支出 . 

(dd) 石油 公司 认为 罚金 过 高 而 提起 上 诉 ， 假设 处 以 罚金 的 惟一 目的 是 为 了 促使 
石油 公司 及 时 清理 泄漏 的 石油 ， 那 么 罚金 的 数额 是 否 过 高 ? 

. 据 估 计 ， 长 须鲸 种 群 数量 的 年 增长 率 为 rx(1 一 x/K)， 其 中 7 二 0.08 为 固有 增 

KÆ. K=400 000 为 环境 资源 所 容许 的 最 大 可 生存 种 群 数量 ，z 为 当前 种 群 

数量 ,现在 为 70 000 RA. 进一步 估计 出 每 年 捕获 的 长 须鲸 数量 约 为 

0. 000 01Ez， 这 里 三 为 在 出 海 捕 鱼 期 的 捕 鱼 能 力 水 平 .给 定 捕 鱼 能 力 E， 长 

须鲸 种 群 的 数量 最 后 会 稳定 在 增长 率 与 捕获 率 相等 的 水 平 . 

(a) 求 使 稳定 的 捕获 率 达 最 大 的 捕 鱼 能 力 ， 采 用 五 步 方 法 及 单 变 量 优 化 模型 . 

(b) 讨 论 固有 增长 率 的 灵敏 性 ， 分别 讨论 最 优 捕 鱼 能 力 与 相应 的 种 群 数量 , 

(c) 讨 论 最 大 可 生存 种 群 数量 的 灵敏 性 .分 别 讨 论 最 优 捕 鱼 能 力 与 相应 的 种 群 
WH. 

. 在 习题 5 中 ， 设 出 海 捕 鲸 每 个 船上 作业 日 的 花费 为 500 美元 ， 一 头 捕获 的 长 须 

鲸 的 价格 为 6 000 美元 . 

(a) 求 使 长 期 收益 达 最 大 的 捕 鱼 能 力 ， 采 用 五 步 方 法 及 单 变 量 优 化 模型 . 

(b) 讨 论 捅 鲸 花费 的 灵敏 性 .分 别 讨论 按 美元 /年 计 的 最 终年 收益 及 捕 鱼 能 力 . 

(c) 讨 论 每 头 长 须鲸 的 价格 的 灵敏 性 ， 分别 讨论 收益 及 捕 鱼 能 力 . 

(d) 在 过 去 的 30 年 中 ， 有 过 几 次 不 成 功 的 全 球 禁 止 捕 鲸 的 尝试 . 讨论 捕 鲸 者 

连续 捕猎 的 经 济 动 机 . 特别 地 ， 给 出 捕 鲸 可 以 长 期 获得 持续 收益 的 条 件 


1 英里 =1 609. 344m 
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(两 个 参数 的 值 : 每 个 船上 作业 日 的 花费 及 每 头 长 须鲸 的 价格 ). 


. 仍 考虑 例 1. 1 中 的 售 猪 问题 ， 但 假设 现在 的 目标 是 对 收益 率 求 最 大 值 ( 美 元 / 


天 )， 假 设 猪 已 经 养 了 90 天， 到 现在 已 为 这 头 猪 投 入 了 100 美元 . 

(a) 求 最 佳 售 猪 时 间 . 采用 五 步 方 法 及 单 变 量 优化 模型 . 

(b) 讨 论 猪 的 生长 率 的 灵敏 性 ， 分 别 考虑 最 佳 售 猪 时 间 和 相应 的 收益 率 . 
(c) 讨 论 猪 价 下 降 率 的 灵敏 性 ， 分 别 考虑 最 佳 售 猪 时 间 和 相应 的 收益 率 . 


` 仍 考虑 例 1. 1 中 的 售 猪 问题 ， 但 现在 将 猪 的 生长 率 随 着 猪 的 长 大 而 下 降 的 事 


实 也 考虑 进来 ， 假 设 猪 再 有 5 个 月 就 会 完全 长 成 . 
(a) 求 使 收益 最 高 的 最 佳 售 猪 时 间 ， 采 用 五 步 方 法 及 单 变 量 优化 模型 . 
(b) 讨 论 猪 完全 长 成 时 间 的 灵敏 性 ， 分 别 考 虑 最 佳 售 猪 时 间 和 相应 的 收益 . 


- 一 家 有 80 000 订户 的 地 方 日 报 计划 提高 其 订阅 价格 .现在 的 价格 为 每 周 1.5 


美元 ， 据 估计 如 果 每 周 提高 定价 10 美 分 ， 就 会 损失 5 000 订户 . 

(a) 求 使 利润 最 大 的 订阅 价格 .采用 五 步 方 法 及 单 变量 优化 模型 . 

(b) 对 (a) 中 所 得 结论 讨论 损失 5 000 订户 这 一 参数 的 灵敏 性 ， 分 别 假 设 这 个 参 
数值 为 : 3.000, 4 000, 5000, 6 000 及 7 000， 计 算 最 优 订阅 价格 . 

COR n=5 000 为 提高 定价 10 美 分 而 损失 的 订户 数 . 求 最 优 订阅 价格 p 作为 n 
的 函数 关系 ， 并 用 这 个 公式 来 求 灵 敏 性 S(p、n). 

(d) 这 家 报纸 是 否 应 该 改变 其 订阅 价格 ? 用 通俗 易 懂 的 语言 说 明 你 的 结论 . 
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许多 最 优化 问题 要 求 同 时 考虑 一 组 相互 独立 的 变量 . 本章 我 们 讨论 一 类 最 简 
单 的 多 变量 最 优化 问题 . 大 多 数学 生 在 多 元 微 积分 中 已 熟悉 了 有 关 的 方法 . 本章 
我 们 还 要 介绍 借助 计算 机 代数 系统 来 处 理 一 些 较 复 杂 的 代数 计算 问题 


2.1 无 约束 最 优化 


最 简单 的 多 变量 最 优化 问题 为 在 一 个 比较 好 的 区 域 上 求 一 个 可 微 的 多 元 函数 
的 最 大 值 或 最 小 值 . 我 们 在 后 面 会 看 到 ， 当 求 最 优 值 的 区 域 形 式 比较 复杂 时 ， 问 
题 就 会 变 得 复杂 . 

例 2.1 一 家 彩电 制造 商 计 划 推 出 两 种 新 产品 : 一 种 19 英寸 8 立体 声 彩 色 电 
视 机 ， 制 造 商 建议 零售 价 (MSRP) 为 339 美元 ， 另 一 种 21 英寸 立体 声 彩 色 电 视 
机 ,零售 价 为 399 美元 .公司 付出 的 成 本 为 19 英寸 彩电 每 台 195 美元 ，21 英寸 
彩电 每 台 225 美元 ， 还 要 加 上 400 000 美元 的 固定 成 本 ， 在 竞争 的 销售 市 场 中 ， 
每 年 售 出 的 彩电 数量 会 影响 彩电 的 平均 售 价 ， 据 估计 ， 对 每 种 类 型 的 彩电 ， 每 多 
售 出 一 台 ， 平 均 销售 价格 会 下 降 1 美 分 ， 而且 19 英寸 彩电 的 销售 会 影响 21 英寸 
彩电 的 销售 ， 反 之 也 是 如 此 . 据 估计 ， 每 售 出 一 台 21 英寸 彩电 ，19 英寸 彩电 的 
平均 售 价 会 下 降 0. 3 美 分 ， 而 每 售 出 一 台 19 英寸 彩电 ，21 英寸 彩电 的 平均 售 价 
会 下 降 0.4 美 分 ， 问 题 是 ， 每 种 彩电 应 该 各 生产 多 少 台 ? 

我 们 仍 采用 上 一 章 介 绍 的 处 理 数学 建 模 问 题 的 五 步 方法 来 解决 这 个 问题 ， 第 
一 步 是 提出 问题 ， 我 们 首先 列 出 一 张 变量 表 ， 然 后 写 出 这 些 变量 间 的 关系 和 所 作 
的 其 他 假设 ， 如 取 值 非 负 要 求 ， 最 后 ， 采 用 我 们 引信 的 符号 ， 将 问题 用 数学 公式 
表达 . 第 一 步 的 结果 归纳 在 图 2-1 中 . 

第 二 步 是 选择 一 个 建 模 方法 ， 这 个 问题 我 们 视 为 无 约束 的 多 变量 最 优化 问 
题 . 这 类 问题 通常 在 多 元 微 积分 的 人 门 课程 中 都 有 介绍 .我 们 只 在 这 里 给 出 模型 
的 要 点 和 一 般 的 求解 过 程 ， 细 节 和 数学 证 明 读 者 可 以 参考 任何 一 本 微 积 分 的 人 门 
教科 书 . 

给 定 定义 在 n 维 空间 R" 的 子 集 S$ 上 的 函数 y 二 f(x:，…，x,)， 我 们 要 求 f 
ERAS 上 的 最 大 值 或 最 小 值 ， 一 个 定理 给 出 : 车 f 在 S 的 某 个 内 点 (xi，…， 
Zn) 达 极 大 值 或 极 小 值 ， 设 f 在 这 点 可 微 ， 则 在 这 个 点 上 ，Vf= 二 0， 也 就 是 说 ， 
在 极 值 点 有 


9f07, p sT) = 0 
9 xı 
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IS (x yr) = 0. a) 
9 En 


据 此 我 们 可 以 在 求 极 大 或 极 小 点 时 不 考虑 那些 在 S 内 部 ， 使 上 的 某 一 个 偏 导数 不 
为 0 的 点 . 因此， 要 求 极 大 或 极 小 点 ， 我 们 就 要 求解 方程 组 (1) 给 出 的 个 未 知 
Z n 个 方程 的 联 立 方程 组 ， 然 后 我 们 还 要 检查 S 的 边界 上 的 点 ， 以 及 那些 一 个 
或 多 个 偏 导数 没有 定义 的 点 ， 


| 变量 : 


s= 19 英寸 彩电 的 售 出 数量 (每 年 ) 
:二 21 英寸 彩电 的 售 出 数量 (每 年 ) 
2 一 19 英寸 彩电 的 销售 价格 (美元 ) 
q=21 英寸 彩电 的 销售 价格 (美元 》 
C 一 生产 彩电 的 成 本 (美元 /年 ) 
及 一 彩电 销售 的 收入 (美元 /年 ) 
P= 彩电 销售 的 利润 (美元 /年 ) 
假设 : 
p=339—0. 01s—0. 0031 
q=399—0. 004s—0. Olt 
R= ps+qt 
C= 400 000 十 195s 十 225f 
P=R—C 
5Z0 
120 
目标 : R 忆 的 最 大 值 


图 2-1 彩电 问题 的 第 一 步 的 结果 


第 三 步 是 根据 第 二 步 中 选择 的 标准 形式 推导 模型 的 公式 . 
P=R—C 
= ps + qt — (400 000 + 195s + 2252) 
= (339 — 0. Ols — 0. 0032)s 
+ (399 — 0. 004s — 0. O1z)¢ 
— (400 000 + 195s + 2252), 
我 们 令 y= P 作为 求 最 大 值 的 目标 变量 ，x, 二 s，zxs = 二: 作为 决策 变量 . 我 们 
的 问题 现在 化 为 在 区 域 


S = ((€21,22) :x 0,7, > 0}. (2) 
上 对 : 
y= fla +z) 
= (339 — 0. Olx, — 0. 003zy ) x; 
+ (399 — 0. 0042, — 0. Olz,) zx, (3) 
— (400 000 + 1952, + 2252.) 
求 最 大 值 . 


第 四 步 是 利用 第 二 步 给 出 的 标准 解决 方法 来 求解 这 个 问题 ， 问 题 是 对 (3) 式 
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中 定义 的 函数 了 在 (2) 式 定义 的 区 域 S 上 求 最 大 值 ， 图 2-2 给 出 了 函数 /的 3 维 
图 像 ， 图 像 显 示 ，f 在 S 的 内 部 达到 最 大 值 ， 图 2-3 给 出 了 f 的 水 平 集 图 ， 从 中 
我 们 可 以 估计 出 f 的 最 大 值 出 现在 x 一 5 000，zx; 二 7 000 附近 .函数 f 是 一 个 抛 
物 面 ， 其 最 高 点 为 令 Vf 二 0 得 到 的 方程 组 (1) 的 惟一 解 ， 计算 得 出 ， 在 点 : 


_ 554 000 _ 
824 000 (4) 
Tı 一 -i7 æ 7 043. 
处 有 : 
2f = 144 — 0. 02x, — 0. 007x; = 0 
om (5) 
2L = 174—0. 007z, — 0.022, = 0 
9 Za 


(4) 式 给 出 的 点 (zl ，z2) 为 f 在 整个 实 平面 上 的 整体 最 大 值 点 ， 从 而 也 是 f 在 (2) 
式 定 义 的 区 域 $ 上 的 最 大 值 点 ， 将 (4) 式 代 回 到 (3) 式 中 ， 可 得 到 f 的 最 大 值 : 


21 592 000 
yo Seve 


39 =~ 553 641. (6) 


10000 10000 


图 2-2 彩电 问题 的 利润 f(r, 2 ) 关 于 19 英寸 彩电 的 生产 量 zx 和 21 英寸 
彩电 的 生产 量 zz 的 3 维 图 像 
flx1, 22) = (339-0. Olr, —0. 00322) 2, 
+ (399-0. 004x, 一 0. Ol zy) xy 
~ (400 000+ 1952, +2252, ) 
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这 个 问题 中 第 四 步 的 计算 有 一 点 繁 珊 ， 这 种 情况 采用 计算 机 代数 系统 来 进行 
所 需 的 计算 比较 方便 ， 计 算 机 代数 系统 可 以 求 导数 、 求 积分 、 解 方程 组 、 化 简 代 
ARAR. 大 多 数 软 件 还 可 以 进行 矩阵 计算 、 画 图 、 求 解 某 些微 分 方程 组 ， 几 个 
比较 好 的 计算 机 代数 系统 (如 MAPLE, MATHEMATICA , DERIVE 等 ) 对 大 
型 计算 机 和 个 人 计算 机 都 适用 ， 而 且 许 多 系统 还 提供 价格 相当 低 的 学 生 版 本 . 
图 2-2 和 图 2-3 中 的 图 像 就 是 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE 画 出 的 ， 计算 机 代数 
系统 就 是 我 们 在 五 步 方 法 的 归纳 图 1-3 中 提 到 的 “适当 的 技术 ”的 一 个 例子 ， 图 2-4 
给 出 了 利用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 求解 当前 模型 的 结果 . 利用 计算 
机 代数 系统 求解 一 个 这 样 的 问题 有 几 项 优点 ， 它 可 以 提高 效率 ， 结 果 更 准确 ， 掌 
握 了 这 一 技术 ， 可 以 使 你 获得 较 大 的 自由 来 专注 于 那些 更 大 问题 的 求解 任务 ， 而 
不 必 陷 于 繁琐 的 计算 中 ， 我们 还 会 在 灵敏 性 分 析 的 计算 中 展示 计算 机 代数 系统 的 
应 用 ， 那 里 的 计算 要 更 复杂 . 


10 0007 ~ 
8 000+ 
6 0004 
x2 | 
40004 
20004 


Uaa aea a a a pa‘ | 一 
0 2 000 4000 6 000 8 000 10 000 
xl 


图 2-3 彩电 问题 中 关于 19 Beh AA Pea, 和 21 英寸 
彩电 的 生产 量 zz 的 利润 函数 /xi ，zs ) 的 水 平 集 图 
zi，zz) 一 (339 一 0.017zl —0. 00322) xı 

十 (399 一 0. 004x,; 一 0. Olx) x2 
— (400 000 十 195xl +2252) 


最 后 的 步骤 五 是 用 通俗 易 懂 的 语言 回答 问题 .简单 地 说 ， 这 家 公司 可 以 通过 
生产 4735 台 19 英寸 彩电 和 7 043 台 21 英寸 彩电 来 获得 最 大 利润 ， 每 年 获得 的 
净利 润 为 553 641 美元 .19 英寸 彩电 的 每 台 平均 售 价 为 270. 52 美元 ，21 英寸 彩 
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电 的 每 台 平均 售 价 为 309. 63 美元 ， 生 产 的 总 支出 为 2 908 000 美元 ， 相 应 的 利润 
率 为 19%， 这 些 结果 显示 了 这 是 有 利 可 图 的 ， 因 此 我 们 建议 这 家 公司 的 推出 新 
产品 计划 应 该 实行 


(339 - x1/100 - 3x2/1000) x1 + 
(399 - 4x1/1000 - x2/100)x2 - 
(400000 + 195x1 + 225x2) 


xl x2 


( xl 3x2 


+339) xl - 195x1 + ( +399) 


Out [1] “100 1000 “250 100 

X2 - 225x2 - 400000 
Inf2]: dydx1 = Diy, x1] 
Out [2] _XL 7x2 +144 

50 1000 
In{3]: dydx2 = D[y, x2] 
Out [3] 7x1 x2 + 174 

1000 50 
Inf{4)}): s = Solve[(dyäx1 == 0, dydx2 == 0), (x1, x2)] 
Out t4] x1 554000, _, 824000 

117 117 
In{5]: Nis] 
Out [5] {{xl 一 4735.04, x2 一 7042.74}} 
In{6]: y/. 8 
Out (6) 21592000 
39 

In{7]: N[%] 
Out [7] {553641.} 


图 2-4 利用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 求 出 的 彩电 问题 的 最 优 解 


上 面 得 出 的 结论 是 以 图 2-1 中 所 作 的 假设 为 基础 的 ， 在 向 公司 报告 我 们 的 结 
论 之 前 ， 应 该 对 我 们 关于 彩电 市 场 和 生产 过 程 所 作 的 假设 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 保 
证 我 们 的 结果 具有 稳健 性 ， 我 们 主要 关心 的 是 决策 变量 ro r 的 值 ， 因 为 公司 
要 据 此 来 确定 生产 量 . 
我 们 对 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 a 的 灵敏 性 进行 分 析 ， 在 模型 中 我 们 假 
设 a=0.01 美元 / 台 ， 将 其 代入 前 面 的 公式 中 ， 我 们 得 到 
y = ftiz) 
= (339 — ax, — 0. 003x: ) x, 
+ (399 — 0. 004x; — 0. Olz: )x2 
— (400 000 + 195x, + 225z,). 
求 偏 导数 并 令 它 们 为 零 ， 可 得 


If _ 144 — 2axzı —0.007z, = 0 
9X, 


(7) 


[25] 


[26 | 


[ 28 ] 


[29 ] 
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If ~ 174-0. 0072; —0. 02r; = 0. (8) 
3 x: 


Tal Bi a SR ri z 


_ _ 1662 000 

40 000a — 49 
_ 581 700 __ 
40 000a — 49° 


R 2-5. B 2-6 HHT z, r: 关于 a 的 曲线 图 ， 由 图 上 显示 ，19 英寸 彩电 的 价 
格 弹性 系数 a 的 提高 ， 会 导致 19 英寸 彩电 的 最 优生 产量 n 的 下 降 ， 及 21 英寸 
彩电 的 最 优生 产量 zs 的 提高 ， 而且 显示 zi E r: 对 于 au 更 敏感 ， 这 些 看 起 来 都 
是 合理 的 ， 为 得 到 这 些 灵敏 性 的 具体 数值 ， 我 们 计算 出 在 < 一 0.01， 有 

dz, _ — 66 480 000 000 


da (40 000a — 49)? 
_ — 22 160 000 000 


Tı 
(9) 


41 067 
因此 
_ /~ 22 160 000 000 0. 01 
SCzi ya) = ( 41 067 ) (5570007117 ) 
= 400 、 
=~ 35] ~ 1.1. 
类 似 地 可 计算 出 
— 9695 
S( 2x2 sa) = 36 153 AZ 0. 27. 


Xx1(19 英寸 彩电 ， 


0 0.005 0.01 0.015 0.02 
a( 美 元 / 台 ) 
图 2-5 彩电 问题 中 19 英寸 彩电 的 最 优生 产量 zi 关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 
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台 ) 


x2(21 英寸 彩电 ， 


0 0.005 0.01 0.015 0.02 


a( 美元/ 台 ) 
图 2-6 彩电 问题 中 21 英寸 彩电 的 最 优生 产量 zz 关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 


如 果 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 提高 10% ， 则 我 们 应 该 将 19 英寸 彩电 的 生产 量 
缩小 11%，21 英寸 彩电 的 生产 量 扩大 2.7%. 

下 面 我 们 来 讨论 > 对 于 a 的 灵敏 性 ，19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 的 变化 会 对 
利润 造成 什么 影响 ? 为 得 到 y 关于 a 的 表达 式 ， 我 们 将 (9) 式 代入 到 (7) 式 中 ， 得 到 


A 0 SRB dO 
+ [339 —0. 004 (ae ag )~ 001 (8 10- e) o 
x (8 700 — mE) | 400 000 + 195 (20 P20 OOO +225 
x (8 700 — s5000 a5) |: 


图 2-7 画 出 了 y 关 于 a 的 曲线 图 ， 由 图 上 显示 ，19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系 
数 a 的 提高 ， 会 导致 利润 的 下 降 . 

为 计算 SC(y，a)， 我 们 要 求 出 dy/da 的 公式 .一 种 方法 是 直接 对 (10) 式 的 单 
变量 函数 求 导 ， 这 里 可 以 借助 于 某 个 计算 机 代数 系统 ， 另 一 种 计算 上 更 有 效 的 方 
法 是 利用 多 变量 函数 的 链 式 法 则 ， 


dy _ 3y dz ay dz, dy 
da 8a, da 3 xı da aa” 


由 于 在 极 值 点 3 y/ 3 zi 与 9 y/ 3 xs RHE, MA 


(11) 


[30] 


31 
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E 
#K 
5 
ve 
x 
0 0.005 0.01 0.015 0.02 
a( 美 元 / 台 ) 
图 2-7 彩电 问题 中 最 优 利润 y 关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 
由 (7) 式 可 直接 得 到 . 
___ (554 000\? 0.01 
3Cy,0) = ( 117 ) (21 592 000/39) 
_ 383645 
"947 349 0. 40. 


因此 ，19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 提高 10% ， 会 使 利润 下 降 4%. 
(11) 式 中 的 

ay dz, 3 y dr: 

32 da On de 


有 其 实际 意义 ， 导 数 dy/da 中 的 这 一 部 分 代表 了 最 优生 产量 zx， 和 z 的 变化 对 利 
润 的 影响 ， 其 和 为 零 说 明了 生产 量 的 微小 变化 (至 少 在 线性 近似 时 ) 对 利润 没有 影 
m. 从 几何 上 看 ， 由 于 y= fl, 2) FRR EOE, r 和 za 的 微小 变化 对 y 
几乎 没有 什么 影响 .由 于 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 10% 的 提高 而 导致 的 最 优 
利润 的 下 降 几 乎 全 部 是 由 售 价 的 改变 引起 的 .因此 我 们 的 模型 给 出 的 生产 量 几 乎 
是 最 优 的 ， 例 如 ， 设 ae=0.01， 但 实际 的 价格 弹性 系数 比 它 高 出 了 10%. 我 们 用 
(5) 式 来 确定 生产 量 ， 这 意味 着 与 由 (9) 式 给 出 的 a==0.011 的 最 优 解 相 比 ， 我 们 
会 多 生产 10% 的 19 英寸 彩电 ， 而 少 生产 约 3% 的 21 英寸 彩电 .而 且 利 润 也 会 比 
最 优 值 低 4%. 但 如 果 我 们 仍 采用 该 模型 的 结果 实际 会 损失 什么 呢 ? 仍 按 (5) 
式 取 a 二 0.011 确定 生产 量 ,， 会 得 到 利润 值 为 531 219 美元 ， 而 最 优 利润 为 
553 514 美 元 (在 (9) 式 中 令 a=0. 011 并 代入 到 (7) 式 中 )， 因 此 ， 采 用 我 们 模型 
的 结果 ， 虽 然 现在 的 生产 量 与 最 优 的 生产 量 有 相当 的 差距 ， 但 获得 的 利润 仅仅 


一 0 
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比 可 能 的 最 优 利润 损失 了 0. 43%， 在 这 一 意义 下 ， 我 们 的 模型 显示 了 非常 好 
的 稳健 性 ， 进 一 步 地 ， 许 多 类 似 的 问题 都 可 以 得 出 类 似 的 结论 ， 这 主要 是 因为 
在 临界 点 处 有 Vf 二 0. 

前 面 所 做 的 灵敏 性 分 析 的 计算 都 可 以 借助 于 计算 机 代数 系统 完成 ， 事 实 上 ， 
只 要 有 可 用 的 系统 ， 这 是 首选 的 方法 .图 2-8 给 出 了 利用 计算 机 代数 系统 
MAPLE 计算 灵敏 性 SCzi ，a) 的 过 程 ， 其 他 灵敏 性 的 计算 也 是 类 似 的 . 


> yr=(339-a*x1-3*x%2/1000) *x1 
> +(399-4*x1/1000- anaes (400000+195*x14+225*x2) ; 


:= 一 一 一 一 一 X2 
y (as axl TTE ) xl + 


1 1 
一 一 一 ~ 400000 - 195x121 ~ 225x2 
(as 350 X 了 一 ape) 2 00000 x 5x. 


> dydxi:=diff(y,x1); 


7 
:= - 144 - 一 一 x2 
[ dydx1 2axl + 144 1000 x. 
> dydx2:=diff(y,x2); 
7 1 
2 := - 一 一 x1- 一 x2 + 174 
dydx. Io00 *2 50 x2 + 1 
> 8: 人 0, dydx2 = 0}, {x1,x2}); 
__ 1662000 | 7250 a-21 
= fxi- 40000a-49' , x2= 48000 22508-21) 
> assign(s); 


> dxlda:=diff (x1,a); 
66480000000 
dxida := ~ T40000a -07 


> agsiga(a=1/100); 


[ 

[ 

[7 554000 
117 

> sxla:=dxlda*(a/x1); 

| Sxla := =400 

351 


> evalf(sxla); 
~1.139601140 


图 2-8 彩电 问题 中 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE HARE Sla, a) 


对 其 他 弹性 系数 的 灵敏 性 分 析 可 以 用 同样 方式 进行 ， 虽 然 细节 有 所 不 同 ， 但 
函数 /了 的 形式 使 得 每 一 个 弹性 系数 对 y 的 影响 在 本 质 上 具有 相同 的 模式 ， 特 别 
地 ， 即 使 对 价格 弹性 系数 的 估计 存在 一 些小 误差 ,我 们 的 模型 也 可 以 给 出 对 生产 
量 的 很 好 的 决策 (几乎 是 最 优 的 )， 对 这 一 点 我 们 有 高 度 的 自信 . 

我 们 只 简单 地 讨论 一 下 一 般 的 稳健 性 问题 ， 我 们 的 模型 建立 在 线性 价格 结构 
的 基础 上 .这 显然 只 是 一 种 近似 ， 但 在 实际 应 用 中 ， 我 们 会 按 如 下 过 程 进行 : 首 
先 对 新 产品 的 市 场 情况 做 出 有 根据 的 推测 ， 并 制订 出 合理 的 平均 销售 价格 . oe 
根据 过 去 类 似 情况 下 的 经 验 或 有 限 的 市 场 调查 估计 出 各 个 弹性 系数 .我 们 应 
对 销售 水 平 在 某 一 范围 内 变化 时 估计 出 合理 的 弹性 系数 值 . 这 个 范 周 应 该 包括 


[ 32 | 


[33] 


[34] 
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优 值 ， 于 是 我 们 实际 上 只 是 对 一 个 非 线性 函数 在 一 个 相当 小 的 区 域 上 进行 线性 近 
似 ， 这 类 近似 通常 都 会 有 稳健 性 . 这 就 是 微 积分 的 基本 思想 . 


2.2 拉 格 朗 日 乘 子 


本 节 我 们 开始 讨论 具有 较 复 杂 结 构 的 最 优化 问题 . 我 们 在 上 一 节 的 开始 就 提 
到 ， 当 寻求 最 优 解 的 集合 变 得 复杂 时 ， 多 变量 优化 问题 的 求解 就 会 复杂 化 ， 在 实际 问 
题 中 ， 由 于 存在 着 对 独立 变量 的 限制 条 件 ， 使 我 们 不 得 不 考虑 这 些 更 复杂 的 模型 . 

例 2.2 再 来 考虑 在 上 一 节 中 提出 的 彩电 问题 ( 例 2.1). 在 那里 我 们 假设 公 
司 每 年 有 能 力 生产 任何 数量 的 彩电 . 现在 我 们 根据 允许 的 生产 能 力 引 入 限制 条 
件 ， 公 司 考虑 投产 这 两 种 新 产品 是 由 于 计划 停止 黑白 电视 机 的 生产 ,这样 装配 厂 
就 有 了 额外 的 生产 能 力 ， 这 些 额外 的 生产 能 力 可 以 用 来 提高 那些 现 有 产品 的 产 
量 ， 但 公司 认为 新 产品 会 带 来 更 高 的 利润 ， 据 估计 ， 现 有 的 允许 生产 能 力 每 年 可 
以 生产 10 000 台电 视 ( 约 每 周 200 台 ). 公司 有 充足 的 19 英寸 ，21 英寸 彩色 显 像 
管 、 底 盘 及 其 他 标准 配件 ， 但 现在 生产 立体 声 电视 所 需要 的 电路 板 供给 不 足 ， 此 
外 ，19 英寸 彩电 需要 的 电路 板 与 21 英寸 彩电 的 不 同 ， 这 是 由 于 其 内 部 结构 造成 
的 .只 有 进行 较 大 的 重新 设计 才能 改变 这 一 点 ， 但 公司 现在 不 准备 做 这 项 工作 . 
电路 板 的 供应 商 每 年 可 以 提供 8 000 块 21 英寸 彩电 的 电路 板 和 5 000 块 19 英寸 
彩电 的 电路 板 ， 考 虑 到 所 有 这 些 情况 ， 彩 电 公司 应 该 怎样 确定 其 生产 量 ? 

我 们 仍 采用 五 步 方 法 ， 第 一 步 的 结果 在 图 2-9 中 ， 惟 一 的 改变 是 对 决策 变量 
s 和 上 所 加 的 一 些 额 外 限制 第 二 步 是 选择 建 模 方法 .这 个 问题 的 模型 为 多 变量 
有 约束 最 优化 问题 ， 我 们 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 来 求解 . 


变量 : 
s= 19 英才 彩电 的 售 出 数量 (每 年 ) 
上 一 21 英寸 彩电 的 售 出 数量 (每 年 ) 
p= 19 英寸 彩电 的 销售 价格 (美元 ) 
4 一 21 英寸 彩电 的 销售 价格 (美元 ) 
C 一 生产 彩电 的 成 本 (美元 /年 ) 
R= 彩电 销售 的 收入 (美元 /年 》 
了 一 彩电 销售 的 利润 (美元 /年 ) 


p=339—0. 01s 一 0. 003¢ 
q=399—0. 004s—0. Olt 
R= ps+qt 
C=400 000+195s+225¢ 
P=R-C 
s<5 000 
t<8 000 
s+i<10 000 
5 之 0 
10 
目标 : RPORKE 


图 2-9 彩电 问题 的 第 一 步 的 结果 
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给 定 一 个 函数 y 二 f(zx1，*…，x) 及 一 组 约束 . 这 里 我 们 假设 这 些 约束 可 以 

用 上 个 等 式 表示 
BCT Xn) = Cy 
ECL En) = C 
ECE 99 Ly) = Ch. 

我 们 在 后 面 会 介绍 如 何 处 理 不 等 式 约 束 . 我 们 的 目标 是 在 集合 

S = (Carrey): Biro oe) = ce, L= 1,,k). 
上 对 


y = fries ty) 


求 最 大 值 . 一 个 定理 保证 了 在 极 值 点 zx€E S, 一定 有 
VA = ài Verte HAV ge. 


这 里 人 ，…，Ax 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 ， 定 理 假 设 Yg; |, Ve. 是 线性 无 关 向 量 
([Edward, 1973], p.113). ATRE 了 在 集合 S 上 的 极 大 或 极 小 值 点 ， 我 们 要 
一 起 求解 关于 变量 Tis ”9 Ly AM Ai» tots Àr 的 n 个 拉 格 朗 日 乘 子 方程 及 个 约 
RAE: 
9f _, 9&, .., 9 ge 
on = À EENE Fà: 可 六 
af _ 9 gı ae 9 gr 
Oz. — Ay 7,7 +A; 3 
g1(X1,* ,Xa ) = Ci 
Be Lies Ly) = ch 
这 里 我 们 还 要 检查 那些 不 满足 梯度 向 量 Vg; ，…，YVg 线性 无 关 的 异常 点 . 
拉 格 朗 日 乘 子 法 以 梯度 向 量 的 几何 解释 为 基础 .假设 只 有 一 个 约束 函数 
ECT tsn) = Cs 


则 拉 格 朗 日 乘 子 方程 变 为 
Vf = AVeg. 
集合 e=c AR 中 的 n 一 1 维 曲面 ， 对 任意 点 zxE S， 梯 度 向 量 Vg(z) 在 这 点 与 SEË. 
而 梯度 向 量 Y/ 总 是 指向 f 增加 最 快 的 方向 ， 在 局 部 极 大 或 极 小 值 点 ，f 增加 最 快 的 
方向 也 应 该 与 S 垂直 ， 于 是 在 这 一 点 ，Vf 与 Vg 指向 同一 个 方向 ， 即 Vf 二 AVg. 
在 有 多 个 约束 的 情况 下 ， 几 何 的 原理 是 类 似 的 ， 现 在 S 为 有 个 曲面 gi 二 co ，…， 
84 王 C4 的 交集 ， 每 一 个 曲面 都 是 R" 中 的 n 一 1 维 子 集 ， 从 而 它们 的 交集 为 n—k 


ETR. 在 极 值 点 ，Vf 一 定 与 S 垂直， 因而 它 一 定 在 由 个 向 量 Vg,，…，Vpg 
张 成 的 线性 空间 中 .线性 无 关 的 假设 保证 了 这 个 向 量 Vg; ，…，Vgi 确实 可 以 


生成 一 个 & 维 线性 空间 . 〈 在 单个 约 东 的 情况 下 ， 线 性 无 关 即 为 Yg 天 0. ) 
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例 2.3 在 集合 e+yt2? =3 ER Z 十 2y 十 3z 的 最 大 值 点 . 
这 是 一 个 有 约束 的 多 变量 优化 问题 我们 定义 目标 函数 为 
zyyz) 一 工 十 2y 十 3z 
约束 函数 为 
gaye = rtty Hz 
计算 出 
Vf = (1,2,3) 
Vg = (2x,2y,2z). 
在 极 值 点 ， 有 Vf 一 X*Vg,， 即 
1 一 2zA 
2= 2yA 
3 = 224. 
这 里 给 出 了 有 四 个 未 知 数 的 三 个 方程 . 将 z+，y，z 用 4 表示 ， 有 
z= 1/2a 
y=l/ 
z = 3/2. 
利用 十 十 z* 二 3， 可 得 到 一 个 关于 4 的 二 次 方程 ， 共 有 两 个 实 根 . 由 根 1 一 
V42/6 求 得 


-1 _ %2 
2 14 
= 1 v42 
> 7 
z= 3 =~ 3v42 
到 二 于 


从 而 


a= (a2, V42 3 v42) 
l4 7 14 
为 一 个 可 能 的 极 值 点 ， 由 另 一 个 根 4== 一 V42/6 得 到 另 一 个 可 能 的 极 值 点 O= 
一 &. 因为 在 约束 集合 53 上， 处 处 都 有 Vg 天 0， 因 此 只 有 a 和 8 两 点 为 可 能 的 
极 值 点 ， 由 于 f 为 有 界 闭 集 g 一 3 上 的 连续 函数 ， 则 f 一 定 可 以 在 这 个 集合 上 达 
到 最 大 值 和 最 小 值 . 由 于 
fla) 一 V42， f(b) 一 一 V42， 
从 而 a 为 最 大 值 点 ，8 为 最 小 值 点 ， 从 凡 何 上 考虑 这 个 例子 .约束 集合 S 由 方程 
+y +t =3 
定义 ， 这 是 R :中 以 原点 为 球 心 ，Y3 为 半径 的 球面 ,目标 函数 
flrsy.2) 一 工 十 2y 十 3z 
HKERAR PHP HR. Koa Mb 为 球面 S 上 仅 有 的 两 个 点 ， 在 此 处 水 平 集 
中 的 平面 与 球面 S 相 切 ， 在 极 大 点 a, 梯度 向 量 Vf 与 Vg 的 方向 一 致 ， 在 极 小 点 
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0， 梯度 向 量 Yy 与 Vg 的 方向 相反 . ， 
例 2.4 在 集合 rty te =3 与 zx 一 1 上 求 zx 十 2y 十 3z 的 最 大 值 点 . 
目标 函数 为 
Jrzyyyz) =axteyt 3z, 


于 是 
Vf = (1,2,3). 
约束 函数 为 
SCZyyyz) = +y +z 
g: (2552) = T. 
计算 出 


Ver = (22,2y,2z) 
Vg: = (1,0,0). 
拉 格 朗 日 乘 子 的 公式 为 Vf= 坟 1 Vg: +A, Vg» Bp 


1 = 2x4, +A, 
2 = 2yAi 
3 = 22d. 
Hr, ys zĦài a 表示 ， 有 
(1 — 4,) 
2A1 
= 2 
” 2 
z= >, 
2A 


代入 到 约束 方程 x 二 1 中 ， 得 到 1 王 1 一 2 将 它们 都 代 人 到 另 一 个 方程 
rty +z = 3 

中 ， 得 到 一 个 关于 A 的 二 次 方程 ， 解 出 A= 士 V26/4. AR [Bl Bz , ys z 的 公式 

中 ， 得 到 如 下 两 个 解 : 


c= (1,228, 3/26 ) 
s= =E) 
因为 在 约束 集合 上 ， 梯 度 向 量 Vg; 5Vg: 处 处 都 是 线性 无 关 的 ， 因 此 只 有 < 和 
两 点 为 可 能 的 最 大 值 点 ， 由 于 f 一 定 能 在 有 界 闭 集 达 到 最 大 值 ， 我 们 只 要 计算 每 
个 可 能 的 极 值 点 的 值 来 找 出 最 大 值 点 . 最 大 值 为 
fo) = 1+./26, 
而 点 4 为 局 部 极 小 值 点 ， 这 个 例子 中 的 约束 集合 SHR 中 由 球面 2? +y?+27=3 
和 平面 x 二 1 相交 得 出 的 圆 ， 像 上 一 个 例子 一 样 ， 函 数 f 的 水 平 集 为 R: 中 的 平面 
族 . 在 c 和 ad 点 平面 与 圆 S WY. 
不 等 式 约束 可 以 通过 拉 格 朗 日 乘 子 法 和 无 约束 问题 的 求解 方法 的 组 合 来 解 
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th. 在 例 2.4 中 ， 用 不 等 式 约束 r>1 来 代替 原 约束 c=1. 我 们 将 集合 
S= {((z,ysz): t +y +z = 3,251) 

看 成 两 个 子 集合 的 并 ， 在 第 一 个 子 集 
S = {(z,y,z) : t +y +z = 3,7 = 1} 

上 ， 通 过 我 们 前 面 的 分 析 ， 其 最 大 值 发 生 在 点 


c= (1,/5 1.5/8) 


我 们 可 以 计算 出 在 这 一 点 


firsysz) 一 1 十 6.5 人 = 6.01 
再 考虑 另 一 个 子 集 


S: = {(z,y,z): Z +y +z? =3,2>1}, 
由 例 2. 3 中 的 分 析 ， 我 们 可 以 知道 在 这 个 集合 上 的 任何 一 处 都 没有 了 的 局 部 极 大 
值 点 .因此 SES 上 的 最 大 值 即 为 f 在 集合 S 上 的 最 大 值 ， 如 果 我 们 考虑 SE 
集合 


S=(Ursyziartyte24 = 3,2r<1}, 
上 的 最 大 值 ， 仍 由 例 2. 3 中 的 分 析 ， 可 知 最 大 值 会 在 点 
人 
处 达到 . 
现在 仍 回 到 在 本 节 开 始 讨论 的 问题 ， 我们 可 以 继续 进行 求解 过 程 的 第 三 步 . 
将 修改 后 的 彩电 问题 作为 有 约束 的 多 变量 优化 问题 来 处 理 ， 我们 要 对 关于 两 个 决 
策 变 量 zi =s, 2 = 的 函数 y= 二 P( 利 润 ) 求 最 大 值 ， 目 标 函 数 与 以 前 一 样 
y = fla, +22) 
= (339 — 0. Olx, — 0. 003z2.)z, + (399 — 0. 004x, — 0. Olax.) xe 
— (400 000 + 1952, + 2252z,). 
我 们 要 对 了 在 满足 如 下 约束 的 21, 2 的 集合 S 上 求 最 大 值 
xı <5 000 
xz <8 000 
xı +z: < 10 000 
xz 20 
T: 之 0. 
这 一 集合 称 为 可 行 域 ， 这 是 因为 它 是 所 有 可 能 的 生产 量 构成 的 集合 ， 图 2-10 Ei 
出 了 这 个 问题 的 可 行 域 . 
我 们 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 在 集合 S$ 上 对 y= 二 f(x,，zi) 求 最 大 值 ， 计 算出 
Vf = (144 — 0. 022, — 0. 007 x, ,174 — 0. 007x; — 0. 0222). 
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0 2 000 4000 6000 8 000 10 000 12 000 


图 2-10 有 约束 的 彩电 问题 中 19 英寸 彩电 的 所 有 可 能 生产 量 r 
及 21 英寸 彩电 的 所 有 可 能 生产 量 z 的 可 行 域 图 


因为 在 S 的 内 部 有 YjF 夫 0， 最 大 值 一 定 在 边界 达到 ， 首 先 考虑 在 约束 直线 
glXT1T2) = x, + x. = 10 000. 


上 的 一 段 边界 ， 这 时 VYg=(1，1)， 从 而 拉 格 朗 日 乘 子 方程 为 
144 — 0.0227, — 0.00722 =A 


12 
174 — 0. 007x, — 0.022. =A. (12) 

与 约束 方程 

zı 十 zz = 10 000 

z a ~ 3 846 

x, = 50000 ~ 6 154 

A= 24. . 
代入 到 目标 函数 (2) 式 中 ， 得 到 在 极 大 点 y=532 308. [ 42 | 


2-11 给 出 了 用 MAPLE 画 出 的 可 行 域 及 f 的 水 平 集 图 像 ， 水 平 集 f=C 
24 C=0, 100 000，…，500 000 时 为 一 族 逐 渐 缩 小 的 同心 环 ， 这 些 环 与 可 行 域 相 
Z, KER f=532 308 为 最 小 的 环 ， 这 个 集合 刚刚 接触 到 可 行 域 S， 且 与 直线 
Zi 十 zz 二 10 000 在 极 值 点 相 切 . 由 图 上 可 明显 看 出 ， 利 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 在 约束 
直线 z tr =10 000 上 找到 的 临界 点 就 是 f 在 整个 可 行 域 上 的 最 大 值 . 

这 个 点 确实 是 最 大 值 点 的 代数 证 明 较 为 麻烦 . 通过 比较 f 在 这 个 临界 点 和 这 
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图 2-11 有 约束 的 彩电 问题 中 关于 19 英寸 彩电 的 生产 量 x 和 21 英寸 彩电 的 生产 
量 x 的 利润 函数 (zt ，z) 的 水 平 集 图 ， 以 及 所 有 可 能 的 生产 量 的 集合 


一 线段 的 两 个 端点 (5 000, 5 000)，(2 000, 8 000) 处 的 值 ， 可 以 说 明 这 个 临界 点 
是 这 条 线段 上 的 极 大 值 点 ， 然 后 我 们 在 剩余 的 其 他 线段 上 对 f 求 极 大 值 ， 并 比较 
这 些 结果 ， 比 如 ，j 在 落 在 z 轴 的 线段 上 的 极 大 值 发 生 在 z =5 000 处 ， 为 得 到 
这 一 结论 ， 对 约束 gla, r) =r =0 应 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 .这 里 Vg 二 (0，1)， 
从 而 拉 格 朗 日 梯子 方程 为 

144 — 0. 02x, — 0. 007x; = 0 

174 — 0. 007x, — 0. 022, = A. 


与 约束 方程 x. =0 一 起 求解 ， 得 到 zr. =7 200，z, 一 0, 4 二 123. 6， 这 点 在 可 行 域 
之 外 ， 从 而 此 线段 上 的 极 大 或 极 小 值 一 定 发 生 在 端点 (0，0)，(5 000, 0). 由 于 
/的 值 在 第 二 个 点 比较 大 ， 则 第 一 个 点 为 极 小 值 点 ， 第 二 个 点 为 极 大 值 点 ， 这 里 
也 可 以 将 约束 zs 二 0 代入 到 f 中 ， 在 此 线段 上 求解 一 个 一 维 极 值 问题 ， 由 于 了 的 
最 大 值 出 现在 斜 的 线段 上 ， 这 样 我 们 就 找到 了 f 在 S 上 的 最 大 值 ， 这 里 第 四 步 中 
的 一 些 计算 比较 麻烦 ， 在 这 种 情况 下 ， 采 用 计算 机 代数 系统 来 完成 求 导 和 解 方程 
组 的 计算 比较 简便 ， 图 2-12 给 出 了 利用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 来 完 
成 在 直线 约束 zi 十 zs 一 10 000 下 的 第 四 步 的 计算 结果 . 

用 通俗 的 语言 说 ， 公 司 为 获得 最 大 利润 应 生产 3 846 台 19 英寸 彩电 和 6 154 
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y = (339 - x1/100 - 3x2/1000) x1 + 
(399 - 4x1/1000 - x2/100)x2 - 
(400000 + 195x1 + 225x2) 
_ xl _ 3x2 
Out [1] 100 1000 


x1 x2 
+338) xl - 195x1 + (24-23 +398] 
x2 - 225x2 - 400000 
Inf{2]: dydxi = Diy, x1] 
Out {[2] _X1 7x2 +144 


50 1000 
In[{3]: dydx2 = Diy, x2] 


Out [3] 


8 = Solve[(dydx1 == lambda, dydx2 == lambda, 
xl + x2 == 10000), (x1, x2, lambda) ) 


Out [4] ({* > 22222, 22 202028, tambaa 24 }} 


In[4]: 


13 
Inf{5]: N[%] 
Out [5] {{xl 一 3846.15, x2 -> 6153.85, lambda -> 24.}} 
Inf{6]}: y/.% 
Out [6] {532308.} 


图 2-12 利用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 求 有 约束 的 彩电 问题 的 最 优 解 


台 21 英寸 彩电 ， 从 而 每 年 的 总 生产 量 为 10 000 台 ， 这 样 的 生产 量 用 掉 了 所 有 上 额 
外 的 生产 能 力 . 能 够 供应 的 立体 声 电路 板 的 资源 限制 不 是 关键 的 ， 这 样 可 以 得 到 
预计 每 年 532 308 美元 的 利润 . 


2.3 灵敏 性 分 析 与 影子 价格 


我 们 在 本 节 讨论 拉 格 朗 日 乘 子 法 中 的 灵敏 性 分 析 的 一 些 特殊 方法 ， 这 里 我 们 
会 看 到 乘 子 本 身 是 有 实际 意义 的 

在 报告 我 们 对 例 2. 2 的 分 析 结 果 之 前 ， 进 行 灵敏 性 分 析 是 非常 重要 的 ， 在 
2. 1 节 的 最 后 ， 我 们 讨论 了 无 约束 模型 的 价格 弹性 系数 的 灵敏 性 ， 这 一 过 程 对 现 
在 的 有 约束 模型 也 是 类 似 的 ， 我 们 考察 某 一 特定 参数 的 灵敏 性 时 ， 在 模型 中 将 此 
参数 设 为 变量 ， 使 模型 略为 一 般 化 ， 设 我 们 仍 讨论 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 
的 灵敏 性 ， 仍 将 目标 函数 写成 (7) 式 的 形式 ， 由 

vf = (4.2L), 


dx az 


这 里 9 Jaz，9a.J/axz 由 (8) 式 给 出 ， 现 在 拉 格 朗 日 乘 子 方程 为 
144 一 2azi — 0. 007z: =A 
174 — 0. 007x, — 0. 0227, = À. 


(13) 


与 约束 方程 
£09152.) = zı +z, = 10 000 
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一 起 求解 ， 得 到 


_ _ 50 000 
ti 1 000a +3 
- _ _50 000 __ 
x, = 10 000 1 000a +3 (14) 
650 
4=] 000a + 3 26. 
计算 出 
dz, _ — 50 000 000 
d (1 000a + 3)? 
° ° (15) 
dz, _ 二 dz 
da da 
从 而 在 点 x, =3 846, x. =6 154, a=0. 01， 有 
Slx sa) = dz 。 4 ~— 0,77 
da zx; 
dz, a 
Slr: sa) = == . & = Q. 48. 
da z: 


图 2-13 和 2-14 画 出 了 zi, r: 关于 a 的 曲线 图 ， 如 果 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系 
数 增 大 ， 我 们 要 将 一 部 分 19 英寸 彩电 的 生产 量 转 为 生产 21 英寸 彩电 ， 如 果 这 一 
系数 减 小 ， 我 们 则 要 多 生产 一 些 19 英寸 彩电 ， 少 生产 一 些 21 英寸 彩电 ， 在 任 一 
种 情况 下 ， 只 要 (14) 式 给 出 的 点 (zi ，zz) 落 在 其 他 约束 直线 之 间 (0, 007La< 
0. 022) ， 总 是 可 以 生产 总 量 为 10 000 台 的 彩电 . 


10 000 


8 000 本 | 


台 ) 


x1(19 英寸 彩电 ， 
n 
2 
S 


4 000 十 et 


2000 


0 0.005 0.01 0.015 0.02 
a( 美元 / 台 ) 


图 2-13 有 约束 的 彩电 问题 中 19 英寸 彩电 的 最 优生 产量 x 
关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 
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a( 美 元 / 台 ) 


图 2-14 有 约束 的 彩电 问题 中 21 英寸 彩电 的 最 优生 产量 zs 
关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 


现在 我 们 来 讨论 最 优 利润 > 对 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 a 的 灵敏 性 ， 为 
得 到 > 关于 a 的 表达 式 ， 我 们 将 (14) 式 代入 到 (3) 式 中 ， 得 到 


y = [339—a (To 3s)—0.003(10 000 — FPL) |( 50 000 ) 


1 000a +3 
+ [399 — o. 004 (T0603)—0.01(10 000 — T3003) | 
x (10 000 — Tiga Fa) [400 000 +195 (00a 13) +225 
x (10 000 ~ T0003) |: 


图 2-15 为 y 关 于 a 的 曲线 图 ， 为 得 到 y 关于 a 的 灵敏 性 的 定量 结果 ， 我 们 要 对 
上 式 求 单 变量 函数 的 导数 .这 可 以 借助 于 计算 机 代数 系统 来 完成 ， 另 一 种 计算 上 
更 有 效 的 方法 是 在 (11) 式 中 用 多 变量 函数 求 导 的 链 式 法 则 ， 对 任意 a， 梯度 向 量 
Vf 与 约束 直线 g 一 10 000 垂直 .由 于 
xla) = (xi(a), x, (a)) 

为 曲线 g=10 000 上 的 一 个 点 ， 速 度 向 量 

dz dz, dz, 

da (atda) 
与 此 曲线 相 切 ， 这 样 VF 就 与 dz/da HER. WAR 
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因此 可 以 与 2. 1 节 类 似 地 得 到 


dada 7 
现在 我 们 可 以 很 容易 地 计算 

~ dy, a 

S(y,a) = da’ y 
_ » 0.01 
=> (3 846) 532 308 
=— 0. 28, 

800 


y( 利润, 1 000 美元 ) 
3 


Š 


0 0.005 0.01 0.015 0.02 
a( #70 / 8) 


图 2-15 有 约束 的 彩电 问题 中 最 优 利润 y 关于 价格 弹性 系数 a 的 曲线 图 


同 无 约束 问题 一 样 ， 价 格 弹性 系数 的 增加 会 导致 利润 的 减少 ， 同 样 的 ， 与 无 约束 
问题 相同 ， 几 乎 所 有 的 利润 损失 都 是 由 19 英寸 彩电 的 销售 价格 的 降低 所 导致 的 . 
如 果 < 一 0. 011， 即 使 用 zı =3 846，z; 一 6 154 来 代替 由 (13) 式 求 出 的 新 的 最 优 
解 ， 我 们 也 不 会 有 太 多 的 利润 损失 ， 梯 度 向 量 Vf 指向 目标 函数 值 即 利 润 增加 最 
快 的 方向 ， 现 在 我 们 不 在 最 优点 处 ,但 从 最 优 值 点 到 点 (3 846，6 154) 的 方向 与 
Vi 垂直， 从 而 我 们 可 以 预期 f 在 这 点 的 值 与 最 优 值 相差 不 大 ， 因 此 ， 即 使 a。 有 
些小 改变 ， 我 们 的 模型 也 可 以 给 出 非常 接近 最 优 值 的 解 . 

我 们 指出 ， 对 这 个 问题 ， 使 用 计算 机 代数 系统 来 完成 需要 的 计算 也 是 很 有 帮 
助 的 ， 图 2-16 给 出 了 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE 计算 灵敏 性 Sla, a 的 过 
程 ， 其 他 灵敏 性 的 计算 也 可 以 类 似 进行 . 

我 们 现在 来 考虑 最 优生 产量 x, x, 和 相应 的 利润 y 关于 每 年 可 利用 的 生产 
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y:=(339-a*x1-3*x2/1000) *x1 
+ (399-4*x1/1000-x2/100) *x2- (400000+195*x1+225*x2) ; 
3 
一 axl 一 — x2 1 
(ss ax 1000 * ) x 


1 1 
一 一 一 一 -一 一 - 400000 - 195x1 - 225x2 
+ (399 350 2 x2] x2 4 95x x. 


dydx1:=#diff(y,x1); 


dydx1 := -2ax1 + 144 - x2 


7 

1000 

dydx2:=diff(y,x2); 
dydx2 := 


7 1 
i -二 x2 + 174 
1000 和 -350 *? + 


8:=s0lve({dydxl=slambda, dydx2 = lambda, x1+x2=10000}, 
{x1, x2, lambda}); 


50000 5000a-1 5004-11 
:= 4x] =— ，x2=2 cee Ss, A= -52 29 
fx 1000a+3' x2=200001000a7T3A= 5 es 


assign(s); 


dx2da:=diff(x2,a); 
10000000 500a-1 
2da := - 2 一 一 一 一 一 一 
dx2da TOO0 a4 3 70000900 ooo asa): 
assign(a=1/100); 


sx2a:=dx2da* (a/x2); 


evalf (sx2a); 
- 4807692308 


图 2-16 有 约束 的 彩电 问题 中 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE 计算 灵敏 性 Slr, a) 


BEA c=10 000( 台 ) 的 灵敏 性 .为 完成 这 一 工作 ， 我 们 要 在 原始 的 问题 中 ， 将 约 
R g=10 000 改写 为 更 一 般 的 形式 g=. REM ATMA A 2-10 中 所 画 的 是 类 
似 的 ， 只 是 那 条 斜 的 约束 直线 移动 了 一 些 (但 仍 平行 于 直线 zi 十 zs 一 10 000). 对 
在 10 000 附 近 的 c 值 ， 最 大 值 仍 出 现在 约束 直线 

£62122) = a, ta =c (16) 
上 满足 Vf 二 Vg 的 点 处 ， 由 于 Vf 和 Vg 都 与 原 问 题 相 同 ， 没 有 任何 改变 ， 我 们 
得 到 同一 个 拉 格 朗 日 乘 子 方程 (12) 式 ， 现 在 要 与 新 的 约束 方程 (16) 式 一 起 求解 ， 
得 到 

— 13c — 30 000 


26 
13 
n= c+ 30 000 an 


— 3106 000 — 9c) 
2 000 


A 
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现在 有 


(18) 


(18) 式 有 一 个 简单 的 几何 解释 ， 由 于 Vf 指向 了 的 值 增加 最 快 的 方向 ， 当 我 们 移 
动 (16) 式 中 的 约束 直线 时 ， 新 的 极 值 点 (zi ，xs) 近 似 地 应 该 在 Vf 与 (16) 式 的 直 
线 相交 的 位 置 . 这 样 我 们 有 


10.000 _ 


-1 
SGCzlyc) = 7 3 B46 aw 1.3 
— 1, 10000 
S(x250) = 2 6 154 a 0. 8. 


为 得 到 y 关于 c 的 灵敏 性 ， 我 们 计算 出 


dc 8x, dc Jð xı dc 


= (24) (7)+eo(7) 
= 24, 

这 是 拉 格 朗 日 乘 子 4 的 值 ， 这 时 
10 000 
532 308 
dy/de 的 几何 解释 是 这 样 的 : 我 们 有 YVf 二 +4Vg， 当 c 增 加 时 ,在 几何 上 为 沿 着 
Vf 的 方向 向 外 移动 ， 在 这 个 方向 上 移动 时 ，f 的 增加 速度 是 g 的 增加 速度 的 
df. 

导数 dy/de= 24 有 着 很 重要 的 实际 意义 ， 每 增加 一 个 单位 的 生产 能 力 A= 
1， 会 带 来 的 利润 增加 额 为 Ay=24 美元 ， 这 称 为 影子 价格 ， 它 代表 了 对 这 个 公 
司 来 说 某 种 资源 (生产 能 力 ) 的 价值 ， 如 果 公 司 有 意 提 高 自己 的 生产 能 力 (这 是 最 
关键 的 约束 ) ， 它 会 愿意 付出 每 单位 不 超过 24 美元 的 价格 来 增加 生产 能 力 ， 另 一 
方面 ， 如 果 有 某 种 新 产品 ， 它 可 以 获得 每 单位 超过 24 美元 的 利润 ， 公 司 就 会 考 
BARAT 19 英寸 和 21 英寸 立体 声 彩 电 的 生产 能 力 转 而 投产 这 种 新 产品 ， 也 只 有 
超过 24 美元 ， 转 产 才 是 值得 的 . 

这 个 问题 中 的 灵敏 性 计算 也 可 以 使 用 计算 机 代数 系统 来 完成 ， 图 2-17 给 出 
了 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE 计算 灵敏 性 S(y，c) 的 过 程 ， 其 他 灵敏 性 的 计算 
也 可 以 类 似 进 行 。 如 果 你 有 幸 可 以 使 用 某 个 计算 机 代数 系统 ， 你 也 可 以 利用 它 来 
完成 你 自己 的 工作 ， 实 际 问题 经 常会 涉及 宛 长 的 计算 ， 使 用 计算 机 代数 系统 的 方 
便 快 捷 可 以 使 你 更 有 成 效 ， 而 且 比 起 手 算 ， 它 也 要 有 意思 得 多 . 


Soo = (24){ )~ 0.45, 
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y:=(339-x1/100-3*x2/1000) *x1 
> + (399-4*x1/1000-x2/100) *x2- (400000+195*x14+225*x2) ; 


1 3 
:= -— xl- 2 1 
Y (239 Too xt tooo * ) x 


+ {399 -二 xi - x2) x2 - 400000 - 195x21 - 225x2 
250 100 


1 
dydxl := -— xl + 144 - 


7 
— x 
50 1000 ~ 


> dydx2:=<diff(y,x2); 


dydx2 := x2 + 174 


7, 2 
1000 50 

> 8:=solve({dydxl=lambda, dydx2 = lambda, x1+x2=c}, 
{x1i, x2, lambda}); 


13 13 


l > dydxl:=diff(y,x1); 


27 1 15000 1 15000 
S := fa- -e+ 159, xt=he- x2 } 


> assign(s); 
> 


{ 
dyde:=diff(y,c); 
27 
dc := - 一 一 1 
dydc z000 °° 59 
> assign(c=10000); 
> dydc; 


24 
ayc:=dydc* (c/y); 


evalf(syc); 
- 4508670520 


图 2-17 有 约束 的 彩电 问题 中 利用 计算 机 代数 系统 MAPLE 计算 灵敏 性 SCy，c) 


在 这 个 问题 中 ， 由 于 其 他 的 约束 条 件 : zi 委 5 000, x,<8 000 都 不 是 关键 约 
R, ROA y REP Br, r: 对 这 些 约束 的 系数 当然 一 点 都 不 敏感 ，xi 或 zs 
的 上 界 的 一 个 小 变化 会 改变 可 行 域 ， 但 最 优 解 仍 为 (3 846，6 154). 因此 ， 这 些 
资源 的 影子 价格 为 零 ， 既然 不 需要 ， 公 司 就 不 会 愿意 付出 额外 费用 来 提高 立体 声 
电视 的 电路 板 的 数量 ， 除 非 19 英寸 彩电 的 电路 板 的 数量 减少 到 低 于 3 846 或 21 
英寸 彩电 的 电路 板 的 数量 减少 到 低 于 6 154， 这 种 情况 都 不 会 改变 ， 在 下 一 个 例 
子 中 ， 我 们 会 考虑 这 一 问题 . 
例 2.5 设 在 有 约束 的 彩电 问题 中 ( 例 2.2)， 可 用 的 19 英寸 彩电 的 电路 板 只 
有 每 年 3 000 块 . 这 时 最 优 的 生产 计划 是 什么 ? 
在 这 种 情况 下 ， 在 rı +2,.=10 000 上 使 fla, ce ) 达 最 大 值 的 原 最 优点 落 在 
了 可 行 域 之 外 . f 在 可 行 域 上 的 最 大 值 点 为 (3 000, 7000). 这 是 约束 线 
gi1(X197T2) = x, +z: = 10 000 
£262,522) = x; = 3 000. 
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的 交点 .在 此 点 ， 我 们 有 
Vf = 和 Veit+aAz Vg. 
可 以 很 容易 地 计算 出 在 点 (3 000, 7 000) 


Vf = (35,13) 
Vegi = (1,1) 
Veo = (1,0) 


FHAH13, =22, SRR 中 的 任何 一 个 向 量 都 可 以 写成 (1，1) 和 (1，0) 的 
线性 组 合 。 计 算 拉 格 朗 日 乘 子 的 这 个 点 ， 虽 然 满足 双重 约束 ， 但 仍 代 表 了 关键 约 
SR CAE PRE A 19 英寸 彩电 电路 板 ) 的 影子 价格 ， 换 句 话说， 额外 增加 一 单位 的 生 
产能 力 可 多 获 利 13 美元 ， 额 外 增加 一 单位 的 19 英寸 的 电路 板 可 多 获 利 22 美元 . 
为 了 读者 阅读 的 方便 ， 我 们 在 这 里 给 出 拉 格 朗 日 乘 子 代表 影子 价格 的 一 个 证 


A. 给 定 一 个 函数 y= f ，…，z)， 在 由 一 个 或 多 个 如 下 形式 的 约束 方程 定 
- 义 的 集合 上 求 f 的 最 优 值 . 
g1(X1 ot Ly) = Cl 
g2 (X19 Ts) = Cs 
Ee lErEn) = ch. 


假设 最 优 值 发 生 在 点 ze 处 ， 在 此 点 拉 格 朗 日 乘 子 定理 的 条 件 都 是 满足 的 ， 因 此 
在 To» A i 


Vf = ài Ver tee +A Vay. (19) 
因为 约束 方程 可 以 按 任何 顺序 来 写 ， 只 要 证 明 4 是 相应 于 第 一 个 约束 的 影子 价格 
就 足够 了 . RIORES BS, Hos, 5a 上 的 最 优 值 点 ， 因为 gi (zx 


())=t, RNA 
Ve(r(t)) +2’) = 1 

特别 地 ， 有 Vg(zo)。xz' (ci) 一 1 

由 于 对 i 二 2，…, kk， 有 gi;(x(t)) 二 c;， 即 对 任意 1 都 是 常数 ， 从 而 有 
Vert) ex t) =0 

特别 地 ， 有 Vgi(zxo) + x (cl) 一 0 

影子 价格 为 在 点 t=c, 的 


SLO) = Vf(x(t)) .CD 


由 于 (19) 式 在 点 x 成 立 ， 我 们 就 得 到 了 所 要 证 明 的 
Vf(zo) ex Cc) =A, Vela) © r Cca) =A, 


2.4 习题 
1. 生态 学 家 用 下 面 的 模型 来 反映 两 个 竞争 的 种 群 的 数量 增长 过 程 
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其 中 变量 2, 为 每 个 种 群 的 数量 .参数 r 为 每 个 种 群 的 内 说 增长 率 ; Ki 为 
没有 竞争 时 环境 资源 可 容许 的 最 大 可 生存 的 种 群 数量 ; o 为 竞争 的 影响 ， 通 
过 对 蓝 鲸 和 长 须鲸 的 数量 的 研究 ， 这 些 参数 的 值 如 下 (时 间 上 以 年 为 单位 ): 


He fa 长 须鲸 
r 0. 05 0. 08 
K 150 000 400 000 
a 1078 107° 
(a) 采 用 五 步 方法 和 无 约束 优化 模型 确定 使 每 年 新 出 生 鲸鱼 的 数量 最 多 的 种 群 
数量 x, y. 


(b) 讨 论 最 优 种 群 数量 关于 内 豪 增长 率 r, r 的 灵敏 性 . 
(c) 讨 论 最 优 种 群 数量 关于 环境 承载 能 力 Ki, K: 的 灵敏 性 . 
(DR gi 一 gz 二 a， 这 时 如 果 出 现 某 一 种 群 灭绝 的 情况 ， 是 否 还 会 是 最 优 解 ? 
2. 仍 考虑 习题 1 中 的 鲸鱼 问题 ,但 现在 讨论 鲸鱼 的 总 数 ， 如果 两 种 鲸鱼 的 数量 
L, y 是 非 负 的 ， 我们 就 称 其 是 可 行 的 ， 如 果 两 种 鲸鱼 的 增长 率 dr/dt, dy/dt 
是 非 负 的 ， 我 们 就 称 鲸鱼 的 种 群 数量 是 可 持续 的 . 
〈a) 采 用 五 步 方 法 和 有 约束 优化 模型 求 使 鲸鱼 总 数 z 十 y 达 最 大 值 的 种 群 数量 ， 
要 求 满足 种 群 数量 是 可 行 的 和 可 维持 的 条 件 . 
(b) 讨 论 最 优 种 群 数量 z+，y 关于 内 豪 增长 率 r: ，”~ WRR. 
(c) 讨 论 最 优 种 群 数量 z，y 关于 环境 承载 能 力 K,, K: 的 灵敏 性 ， 
(d) 设 aSa Sa, ERRIRE c, y 关于 竞争 强度 a 的 灵敏 性 ， 如 果 出 
现 某 一 种 群 灭绝 的 情况 ， 该 种 群 数量 是 否 还 会 是 最 优 解 ? 
3， 仍 考虑 习题 1 中 的 鲸鱼 问题 ， 但 现在 从 经 济 方面 讨论 捕猎 的 问题 . 
Ca) 一 头 捕获 的 蓝 鲸 价 值 12 000 美元 ， 一 头 捕 获 的 长 须鲸 的 价值 为 蓝 鲸 的 一 
半 ， 设 有 控制 的 捕猎 可 以 使 >，y 维持 一 个 理想 的 水 平 ， 求 使 总 收入 达 极 
大 的 种 群 数量 z+，y. (一 旦 种 群 数量 达到 了 理想 水 平 ， 通 过 使 捕猎 率 与 增 
长 率 相等 ， 可 以 使 种 群 数量 保持 一 个 常 值 . ) 要 求 采用 五 步 方 法 和 无 约束 优 
化 模型 . 
(b) 讨 论 最 优 种 群 数量 +，y 关于 参数 7; ，rs 的 灵敏 性 . 
(c) 讨 论 收入 ( 按 美元 /年 ) 关 于 参数 r, r 的 灵敏 性 . 
(DR a =a =a, W r, y 关于 a 的 灵敏 性 ， 什 么 情况 下 使 某 一 种 群 灭绝 时 
在 经 济 上 可 达 最 优 ? 
4， 在 习题 1 中 ， 假 设 国际 捕 鲸 协会 (CIWC) 颁布 了 法 令 ， 不 能 使 鲸鱼 的 数量 低 于 
最 大 可 生存 的 种 群 数量 K 的 一 半 ， 否 则 将 无 法 维持 其 种 群 数量 . 


[56 } 
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(a) 采 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求 在 这 些 约束 下 使 可 持续 收入 达 极 大 的 最 优 种 群 
数量 . 

(b) 讨 论 最 优 种 群 数量 z，y 和 可 持续 收入 关于 约束 系数 的 灵敏 性 . 

Co) EWC 认为 最 小 种 群 数量 的 规定 按 限额 捕捞 的 方式 更 容易 完成 请 给 出 一 个 
45 K/2 的 规定 等 价 的 限额 ( 即 每 年 可 以 捕 狂 的 蓝 鲸 和 长 须鲸 的 最 大 数量 ). 

《d) 捕 鲸 者 抱怨 IWC 的 限额 使 他 们 花费 的 资金 太 多 ， 他 们 请 求 放宽 限制 ， 试 
分 析 提 高 限额 对 捕 鲸 者 的 年 收入 和 鲸鱼 的 种 群 数量 的 可 能 的 影响 . 


， 考虑 例 2. 1 中 的 无 约束 的 彩电 问题 ， 由 于 公司 的 装配 厂 在 海外 ， 美 国政 府 要 


对 每 台电 视 征 收 25 美元 的 关税 . 

(a) 将 关税 考虑 进去 ， 求 最 优生 产量 ， 这 笔 关 税 会 使 公司 有 多 少 花 费 ? 在 这 笔 
花费 中 ， 有 和 多少 是 直接 付 给 政府 ， 又 有 多 少 是 销售 额 的 损失 ? 

(b) 为 了 避免 关税 ， 公 司 是 否 应 该 将 生产 企业 重新 定 址 在 美国 本 土 上 ? 假设 海 
外 的 工厂 可 以 按 每 年 200 000 美元 的 价格 出 租 给 另 一 家 制造 公司 ， 在 美国 
国内 建设 一 个 新 工厂 并 使 其 运转 起 来 需要 花费 每 年 550 000 美元 ， 这 里 建 
筑 费 用 按 新 厂 的 预期 使 用 年 限 分 期 偿还 . 

(0) 征收 关税 的 目的 是 为 了 促使 制造 公司 在 美国 国内 建 三， 能 够 使 公司 愿意 在 
国内 重新 建 厂 的 最 低 关 税额 是 多 少 ? 

(d) 将 关税 定 得 足够 高 ， 使 公司 要 重建 工厂 、 讨 论 生 产量 和 利润 关于 关税 的 灵 
敏 性 ， 说 明 实 际 关税 额 的 重要 性 . 


.一 家 个 人 计算 机 的 制造 厂商 现在 每 个 月 售 出 10 000 台 基 本 机 型 的 计算 机 ， 生 


产 成 本 为 700 美元 / 台 .， 批发 价格 为 950 美元 / 台 . 在 上 一 个 季度 中 ， 制 造 厂 

商 在 几 个 作为 试验 的 市 场 将 价格 降低 了 100 美元 ， 其 结果 是 销售 额 提 高 了 

50%. 公司 在 全 国 为 其 产品 做 广告 的 费用 为 每 个 月 50 000 美元 ， 广 告 代理 商 

宣称 着 将 广告 预算 每 个 月 提高 10 000 美元 ， 会 使 每 个 月 的 销售 额 增加 200 4. 

管理 部 门 同意 考虑 提高 广告 预算 到 最 高 不 超过 100 000 美元 /月 . 

(a) 利 用 五 步 方法 求 使 利润 达 最 高 的 价格 和 广告 预算 .使 用 有 约束 优化 模型 和 
拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 . 

《b) 讨 论 决策 变量 (价格 和 广告 费 ) 关 于 价格 弹性 系数 (数据 50%) 的 灵敏 性 . 

(0) 讨论 决策 变量 关于 广告 商 估计 的 每 增加 10 000 美元 /月 的 广告 费 ， 可 多 销 
售 200 台 这 一 数据 的 灵敏 性 . 

(d)(a) 中 求 出 的 乘 子 的 值 是 多 少 ? 它 的 实际 意义 是 什么 ? 你 如 何 利用 这 一 信 
息 来 说 服 最 高 管理 层 提高 广告 费用 的 最 高 限额 ? 


茶 家 地 方 日 报 最 近 被 一 家 大 型 媒体 集团 收购 ， 报 纸 现在 的 售 价 为 1.5 


美元 / 周 ， 发 行 量 为 80 000 家 订户 .报纸 广告 的 价格 为 250 美元 /页 ， 现 在 售 
出 350 页 / 周 ( 即 50 页 /天 ). 新 的 管理 方正 在 寻求 提高 利润 的 方法 ， 据 估计 ， 
报纸 的 订阅 价格 提高 10 美 分 / 周 ， 会 导致 订户 数 下 降 5 000. 报纸 广告 价格 提 
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高 100 美元 /页 ， 会 导致 每 周 约 50 页 广告 的 损失 . 广告 的 损失 又 会 影响 发 行 
量 ， 因 为 人 们 买 报纸 的 一 个 原因 就 是 为 了 看 广告 . 据 估 计 ， 每 周 损失 50 页 广 
告 会 使 发 行 量 减少 1 000. 

(a) 利 用 五 步 方 法 和 无 约束 优化 模型 求 使 利润 最 大 的 报纸 订阅 价格 和 广告 
价格 . 

《b) 对 你 在 Ca) 中 求 出 的 结果 讨论 关于 价格 提高 10 美 分 导致 销售 量 下 降 5 000 
这 一 假设 的 灵敏 性 . 

《c) 对 你 在 Ca) 中 求 出 的 结果 讨论 关于 广告 价格 提高 100 美元 /页 导致 广告 损失 
50 页 / 周 这 一 假设 的 灵敏 性 . 

(d) 现 在 在 报纸 上 登 广告 的 广告 商 可 以 选择 直接 将 广告 邮寄 给 它 的 客户 ， 直 接 
邮寄 的 花费 相当 于 500 美元 /页 的 报纸 广告 费用 .这 一 情况 会 如 何 影 响 你 
在 (a) 中 得 出 的 结论 ? 

， 仍 考虑 习题 7 中 的 报纸 问题 ， 现 在 假设 广告 商 可 以 选择 直接 将 广告 邮寄 给 它 

的 客户 ， 由 于 这 一 点 ， 管 理 方 决定 广告 价位 的 提高 不 超出 400 美元 /页 的 

价格 . 

(a) 采 用 五 步 方 法 和 有 约束 优化 模型 求 使 利润 最 大 的 报纸 每 周 订 阅 价格 和 广告 
价格 .利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 . 

(b) 讨 论 你 的 决策 变量 (订阅 价格 和 广告 价格 ) 关 于 价格 提高 10 美 分 会 导致 销 
售 量 下 降 5 000 这 一 假设 的 灵敏 性 . 

(c) 讨 论 你 的 两 个 决策 变量 关于 广告 价格 提高 100 美元 /页 导致 广告 损失 50 
页 / 周 这 一 假设 的 灵敏 性 . 

(d)(a) 中 求 出 的 拉 格 朗 日 乘 子 的 值 是 多 少 ? 从 利润 关于 400 美元 /页 这 一 假设 
的 灵敏 性 的 角度 解释 这 一 数据 的 意义 . 

， 仍 考虑 习题 7 中 的 报纸 问题 ， 但 现在 考虑 报纸 的 经 营 开 支 ， 现 在 每 周 的 经 营 

开支 为 包括 80 000 美元 付 给 编辑 部 门 (新 闻 、 特 写 、 编 辑 )，30 000 美元 付 给 

销售 部 门 (广告 );，30 000 美元 付 给 发 行 部 门 ，60 000 美元 为 固定 消耗 (抵押 、 

公用 事业 股票 、 运 转 经 营 )， 新 的 管理 方正 在 考虑 削减 编辑 部 门 的 开支 ， 据 佑 

计 ， 报 纸 在 最 低 40 000 美元 的 编辑 预算 的 条 件 下 可 以 维持 经 营 ， 减 少 编辑 预 

算 可 以 节约 经 费 , 但 会 影响 报纸 的 质量 .根据 在 其 他 市 场 的 经 验 ， 每 减少 

10% 的 编辑 预算 ,会 损失 2% 的 订户 和 1% 的 广告 ,管理 方 也 在 考虑 提高 销售 

的 预算 . 最近， 在 一 个 类 似 的 市 场 上 另 一 家 报纸 的 管理 者 将 其 广告 销售 预算 

提高 了 20% ， 结 果 多 获得 了 15% 的 广告 .销售 预算 可 以 提高 到 最 多 50 000 

美元 / 周 ， 但 总 的 经 营 开支 不 能 超过 现在 的 200 000 美元 / 周 的 水 平 . 

(a) 设 订阅 价格 保持 1. 5 美元 / 周 ， 广 告 的 价格 为 250 美元 /页 采用 五 步 方 法 
和 有 约束 优化 模型 求 使 利润 最 大 的 编辑 和 销售 预算 ， 利 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 
求解 . 
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(b) 计 算 每 一 个 约束 的 影子 价格 ,解释 它们 的 含义 . 

(c) 画 出 这 个 问题 的 可 行 域 ， 在 图 上 指出 最 优 解 的 位 置 ， 在 最 优 解 处 ， 哪 一 个 
约束 是 关键 约束 . 它 与 影子 价格 的 联系 是 什么 ? 

(d) 假 设 编辑 预算 的 前 减 在 市 场 上 产生 了 相当 强烈 的 负 作 用 . 设 减 少 10% 的 
编辑 预算 导致 报纸 损失 p% 的 广告 和 2p% 的 订户 .确定 最 小 的 p 值 使 得 
如 果 不 减少 编辑 预算 ， 报 纸 的 鳃 利 情 况 反而 要 好 些 . 


10, 一 个 运输 公司 每 天 有 100 吨 的 航空 运输 能 力 ， 公 司 每 吨 收 空运 费 250 美元 . 


除了 重量 的 限制 外 ， 由 于 飞机 货舱 的 容积 有 限 ， 公 司 每 天 只 能 运 50 000 立 
方 英尺 ?的 货物 ， 每 天 要 运输 的 货物 数量 如 下 


货物 重量 ( 吨 ) 体积 (立方 英尺 / m) 
1 30 550 
2 40 800 
3 50 400 


(a) 采 用 五 步 方法 和 有 约束 优化 模型 求 使 利润 最 大 的 每 天 航空 运输 的 各 种 货 
物 的 吨 数 . 利用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 . 

(b) 计 算 每 个 约束 的 影子 价格 ， 解 释 它 们 的 含义 . 

(co) 公司 有 能 力 对 它 的 一 些 旧 的 飞机 进行 改装 来 增 大 货运 区 域 的 空间 ， 每 架 
飞机 的 改造 要 花费 200 000 美元 ， 可 以 增加 2 000 立方 英尺 的 容积 ， 重 量 
限制 仍 保持 不 变 ， 假设 飞机 每 年 飞行 250 天 ， 这 些 旧 飞 机 剩余 的 使 用 寿 
命 约 为 5 年， 在 这 种 情况 下 ， 是 否 值得 进行 改装 ? 有 多 少 架 飞机 时 才 值 
得 改装 ? 
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第 3 章 最 优化 计算 方法 


在 前 面 几 章 中 讨论 了 求解 最 优化 问题 的 一 些 解析 方法 ， 这 些 方 法 构成 了 大 多 
数 优化 模型 的 基础 。 本 章 我 们 要 研究 一 些 在 实际 应 用 中 出 现 的 计算 问题 ， 并 讨论 
一 些 处 理 它们 的 最 常见 的 方法 . 


3. 1 单 变 量 最 优化 


即使 是 简单 的 单 变 量 最 优化 问题 ， 确 定 全 局 的 最 优 值 点 的 工作 也 可 能 是 极其 
困难 的 ， 实 际 问题 通常 都 很 麻烦 .即使 我 们 讨论 的 函数 是 处 处 可 微 的 ， 导 数 的 计 
算 也 经 常 是 复杂 的 . 然而 ， 最 糟糕 的 部 分 是 求解 方程 f(x) 二 0。 一 个 清楚 而 简单 
的 事实 就 是 绝 大 多 数 方程 是 无 法 解析 求解 的 .在 大 多 数 情况 下 ， 我 们 所 能 做 得 最 
好 的 就 是 利用 图 像 或 数值 方法 求 一 个 近似 解 . 

例 3.1 再 来 考虑 例 1. 1 中 的 售 猪 问题 .但 现在 考虑 到 猪 的 生长 率 不 是 常数 
的 事实 ， 假 设 现在 猪 还 小 ， 因 此 生长 率 是 增加 的 ， 什 么 时 候 应 该 将 猪 售 出 从 而 区 
得 最 大 的 收益 ? 

我 们 将 采用 五 步 方 法 ， 第 一 步 要 将 我 们 在 1. 1 节 中 所 做 的 工作 (汇总 在 图 1-1 
中 ) 修 改 一 下 ， 现 在 我 们 不 能 再 假设 w= 二 200 十 5t， 那 么 怎样 才 是 对 增加 的 生长 率 
的 一 个 合理 的 假设 呢 ? 这 个 问题 当然 有 很 多 可 能 的 答案 . 这 里 让 我 们 来 假设 猪 的 
生长 率 正 比 于 它 的 重量 .也 就 是 说 ， 我 们 假设 


dw _ 


根据 w= 200 磅 时 dw/dt=5 磅 /天 的 事实 ,我 们 可 得 出 c 二 0.025， 这 样 我 们 得 到 
了 一 个 简单 的 微分 方程 来 解 出 w.， 这 个 方程 是 


dw 
dt 


我 们 可 以 用 分 离 变 量 法 来 求解 方程 (2) ， 得 到 
w 一 200e™ 5, (3) 

由 于 我 们 在 图 1-1 中 列 出 的 所 有 其 他 假设 都 不 变 ， 这 样 第 一 步 就 完成 了 . 

第 二 步 为 选择 一 个 建 模 方法 ， 我 们 采用 单 变量 最 优化 模型 单 变 量 最 优化 模 
型 的 一 般 求 解 过 程 已 经 在 1. 1 节 中 做 了 介绍 ， 本 节 我 们 要 探究 一 些 可 以 用 于 实现 
这 个 一 般 求解 过 程 的 计算 方法 .在 实际 问题 中 ， 当 计算 很 困难 或 手 算 很 繁琐 时 数 
值 计 算 方法 经 常 要 用 到 ， 比 如 我 们 这 里 要 介绍 的 方法 . 

第 三 步 是 推导 模型 的 公式 .现在 的 问题 与 1. 1 节 中 得 到 的 公式 惟一 不 同 的 就 
是 我 们 要 将 重量 方程 ww 二 200 十 5z 替换 为 方程 (3)， 这 样 就 得 到 了 一 个 新 的 目标 
函数 


= 0. 025w, w(0) = 200, (2) 
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y= f(x) 
= (0. 65 — 0. Olx) (200e%%) — 0. 452, 

我 们 的 问题 为 在 集合 S 二 {x : 120) EROR P H BAH KÉ. 

第 四 步 是 求解 这 个 模型 ， 我 们 采用 图 像 法 . 个 人 计算 机 (IBMPC、 兼 容 机 、 
Macintosh 等 ) 上 使 用 的 好 的 图 形 软件 及 图 形 计 算 器 是 很 容易 获得 的 ， 我 们 对 这 
个 问题 的 图 像 分 析 从 按 与 图 1-2 相同 的 尺度 画 出 (4) 式 中 的 方程 的 图 像 开 始 . 
图 1-2 中 画 出 的 是 开始 的 目标 函数 ， 在 现在 的 问题 中 ， 我 们 可 以 从 目标 函数 的 图 
像 中 看 出 更 多 的 内 容 . 我 们 要 说 图 3-1 不 是 函数 在 集合 S={0，ceo)} 上 的 完整 图 
像 ， 图 3-2 才 是 完整 图 像 ， 它 显示 了 解决 这 个 问题 所 需要 的 所 有 重要 特征 ， 我 们 
如 何 知道 何 时 得 到 了 一 个 完整 图 像 呢 ? 这 个 问题 没有 一 个 简单 的 答案 .图 像 法 是 
一 种 探索 方法 ， 要 经 过 实验 并 运用 正确 的 判断 ， 这 里 我 们 当然 不 需要 考虑 取 负 值 
的 x， 但 同时 对 z=65 之 外 的 点 也 不 需要 考虑 .在 这 个 点 之 后 猪 的 价格 是 负 的 ， 


(4) 


Æ 3-1 非 线 性 增 重 模型 下 的 售 猪 问题 的 净 收益 f(x) 关于 和 售 猪 时 间 xz 的 图 像 
F(x) = (0. 65-0. Olx) (200e* 925z ) 一 0. 45x 


从 图 3-2 中 我 们 可 以 得 出 结论 ， 最 大 值 发 生 在 zx 一 20 附近 ， 此 时 y= f(r) = 
140. 为 得 到 一 个 更 好 的 估计 ， 我 们 可 以 把 图 像 上 的 最 大 值 附近 放大 来 看 ， 图 3-3、 
图 3-4 为 逐次 放大 的 结果 .由 图 3-4， 我们 可 以 估计 出 最 大 值 发 生 在 
x= 19.5 . 
y = f(x) = 139. 395, 
这 里 我 们 得 到 的 最 大 值 点 的 位 置 x 有 三 位 有 效 数 字 ， 相 应 的 最 大 值 有 六 位 有 效 数 
字 ， 由 于 在 最 大 值 点 广 (z)=0， 函 数 A(z) 在 这 一 点 附近 关于 r 的 变化 很 不 敏感 . 


(5) 
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3-2 非 线性 增 重 模 型 下 的 售 猪 问题 的 净 收益 f(z) 关于 和 售 猪 时 间 z 的 完整 图 像 
fx) = (0. 65-0. Olx) (200e% °t ) 一 0. 45x 


图 3-3 非 线性 增 重 模型 下 的 售 猪 问题 的 净 收 益 f(x) 关 于 售 猪 时 间 x 的 第 一 次 放大 图 像 
F(x) = (0. 65—0. 01) (2000? °°) 一 0. 45x 


因此 我 们 可 以 得 到 比 zx 有 更 高 精确 度 的 f(x). 

第 五 步 是 回答 问题 ， 在 考虑 到 小 猪 的 生长 率 还 在 增加 之 后 ， 我 们 现在 建议 等 
待 19 到 20 天 再 将 猪 卖 出 ， 这 样 会 得 到 将 近 140 美元 的 净 收 益 . 

在 第 四 步 中 用 图 像 法 确定 出 最 大 值 点 的 位 置 ( 见 (5) 式 ) 没 有 很 高 的 精确 度 . 
这 对 现在 的 问题 是 可 以 接受 的 ， 因 为 我 们 并 不 需要 更 高 的 精确 度 ， 虽 然 图 像 法 确 
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图 3-4 非 线性 增 重 模型 下 的 售 猪 问题 的 净 收 益 f(z) 关 于 售 猪 时 间 xz 的 第 二 次 放大 图 像 
f(x) = (0. 65-0. Olax) (200e"**) 一 0. 45x 


[ 64 | 实 可 以 给 出 高 精度 的 结果 (通过 在 极 值 点 反复 放大 )， 但 这 种 情况 下 我 们 应 该 采用 


更 有 效 的 计算 方法 . 我 们 会 在 后 面 的 灵敏 性 分 析 中 介绍 一 些 方法 . 

现在 来 讨论 (5) 式 中 给 出 的 最 优点 的 坐标 和 最 优 值 关 于 小 猪 的 增长 率 c= 
0.025 的 灵敏 性 ， 一 种 方法 是 对 几 个 不 同 的 参数 c 的 值 重复 我 们 前 面 做 的 图 像 分 
析 的 工作 ,但 这 太 繁 琐 ， 我 们 将 采用 一 个 更 有 效 的 方法 . 

我 们 从 将 模型 一 般 化 开始 ， 现 在 假设 


dw 


于 是 
w = 200e“. (7) 
这 样 得 到 目标 函数 为 
F(x) = (0. 65 — 0. Olxz)(200e*) 一 0. 45x. (8) 


根据 我 们 的 图 像 分 析 ， 我 们 知道 对 c=0. 025， 最 大 值 出 现在 f(x) = 二 0 的 内 临界 
点 处 ， 由 于 f fic 的 连续 函数 ， 看 起 来 对 0. 025 附近 的 c 得 出 同样 的 结论 是 合理 
的 .为 了 确定 这 一 内 临界 点 的 位 置 ， 需 要 计算 导 函 数 f(x) 并 求解 方程 f (x) = 
0. 这 个 过 程 的 第 一 部 分 (计算 导数 ) 相 对 比较 容易 ， 可 以 使 用 计算 导数 的 标准 方 
法 . 这 一 方法 大 家 在 一 元 微 积分 中 已 经 学 过 了 .事实 上 ， 它 可 以 应 用 于 任意 可 微 
函数 .对 表达 式 复杂 的 函数 ， 也 可 以 利用 某 个 计算 机 代数 系统 (MAPLE， 
MATHEMATICA, DERIVE 等 )， 或 某 个 图 形 计 算 器 (如 HP-48)， 在 我 们 的 问 
题 中 ， 不 难 用 手 算得 出 

f (xr) = 200ce* (0. 65 — 0. Olx) — 2e* — 0. 45. (9) 
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整个 过 程 的 第 二 部 分 是 解 方程 

200ce™ (0. 65 — 0. Ola) — 2e* — 0.45 = 0. (10) 
你 可 以 试 着 用 手 算 求 解 ， 但 你 不 太 可 能 得 到 一 个 解析 解 . 一 些 计 算 机 代数 系统 现 
在 可 以 利用 专门 设计 用 来 求解 这 类 方程 的 W 范 数 来 求解 (10)， 随 着 数学 及 数学 
软件 的 发 展 ， 我 们 求解 方程 的 能 力 会 逐渐 增加 ， 但 绝 大 多 数 方程 无 法 用 代数 方法 
求解 仍 是 显而易见 的 ， 虽 然 有 一 般 的 代数 方法 来 计算 导数 ， 但 没有 一 般 的 代数 方 
法 来 解 方程 .甚至 对 于 多 项 式 ， 我 们 知道 ， 对 于 五 次 或 高 于 五 次 的 多 项 式 是 不 可 
能 使 用 通用 的 代数 方法 来 求解 的 ( 即 没有 类 似 于 二 次 方程 那样 的 求 根 的 公式 )， 这 
就 是 为 什么 常常 必须 要 借助 于 数值 近似 方法 来 求解 代数 方程 . 

我 们 要 用 牛顿 法 解 方程 (10)， 你 很 可 能 已 经 在 一 元 微 积 分 中 学 习 过 牛 
顿 法 . 
给 定 一 个 可 微 函 数 F(z) 及 一 个 F(z)==0 的 根 的 近似 点 x。 牛顿 法 采用 线性 
近似 ， 在 点 c= 2 附近 用 通常 的 切线 近似 ， 则 有 FD SF) HF (ro)(zr 一 
Zo). 为 得 到 F(x) 二 0 的 实际 根 的 一 个 更 好 的 近似 =r, RIE F(a )+F 
(Xo)(Xx 一 Xo) 二 0， 解 出 x 二 x1， 则 得 到 zi==xo 一 F(zo)/F'(xo)， 从 几何 上 看 ， 
点 Zz 三 zo 处 对 y 王 F(z) 的 切线 与 z 轴 在 点 z= 二 zi AR. 只 要 z Br 不 太 远 ， 切 
线 近似 就 相当 好 ， 从 而 x, 就 接近 真正 的 根 ， 牛 顿 法 反复 用 切线 近似 ， 给 出 对 真 
解 的 一 系列 精度 不 断 提高 的 近似 值 ， 一 旦 与 根 充分 接近 ， 牛 顿 法 每 次 迭代 给 出 的 
近似 值 的 准确 数位 都 会 是 上 一 次 的 近似 值 的 准确 数位 的 两 倍 . 

图 3-5 用 我 们 称 之 为 伪 代 码 的 形式 给 出 了 牛顿 法 的 算法 .这 是 描述 一 个 数值 
算法 的 标准 方法 .将 伪 代 码 转 化 为 可 在 计算 机 上 直接 运行 的 高 级 计算 机 语言 程序 
(BASIC, FORTRAN, C, PASCAL 等 ) 是 非常 容易 的 ， 也 可 以 用 电子 数据 表格 
软件 来 实现 伪 代 码 . 在 绝 大 多 数 计算 机 代数 系统 上 也 能 够 进行 编程 ， 对 本 书 中 介 
绍 的 数值 方法 ， 这 些 方法 都 是 可 行 的 ， 我 们 不 推荐 用 手 算 完 成 这 些 算 法 . 


[wie 牛顿 法 | 
变量 : z(z) 一 » 次 选 代 后 的 根 的 近似 解 
N 一 迭代 次 数 
输入 : c0). N 
过 程 : 开始 
Xİ n=1 到 NN 循环 
开始 
r(x (nl) Fr(n—1))/F (rn—1)) 
结束 
结束 
输出 : N) 


图 3-5 单 变量 牛顿 法 的 伪 代 码 
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在 我 们 的 问题 中 ， 我 们 采用 牛顿 法 来 求 方 程 
F(x) = 200ce* (0.65 — 0. Olx) 一 2es — 0. 45 = 0. (11) 
的 根 、 对 接近 0.025 的 <， 我 们 期 望 能 找到 在 c= 19.5 附近 的 根 . 我们 将 牛顿 法 的 计 
算 机 计算 结果 列 在 表 3-1 中 ， 对 每 一 个 值 都 以 <(0) 一 19. 5 为 初始 点 ， 进 行 N 二 10 次 
迭代 .为 了 检验 计算 结果 的 精确 性 ， 我 们 又 对 和 迭代 次 数 N= 二 15 的 情形 进行 了 计算 . 


X 3-1 非 线性 增 重 模型 下 的 售 猪 问题 的 最 佳 售 猪 时 间 x 关于 生长 率 参数 c 的 灵敏 性 


x 
0. 022 11. 626 349 
0. 023 14,515 929 
0. 024 17. 116 574 
19. 468 159 


c x 
0. 026 21. 603 681 
0. 027 23.550 685 
0. 028 25. 332 247 


注意 解 方程 (11) 的 方法 包括 两 步 ， 第 一 步 用 某 种 全 局 方法 (图 像 法 ) 确 定 近似 
解 ， 第 二 步 用 一 种 快速 收敛 的 局 部 方法 求 得 满足 精度 要 求 的 精确 解 ， 这 是 数值 求 
解 的 两 个 阶段 ， 它 在 大 多 数 常 用 的 求解 方法 中 是 很 普遍 的 ， 对 单 变量 最 优化 问 
题 ， 图 像 法 是 最 简单 也 最 实用 的 全 局 方法 .牛顿 法 易于 用 程序 实现 ， 而 且 在 大 多 
数 图 形 计算 器 、 电 子 数据 表格 软件 和 计算 机 代数 系统 中 都 有 内 置 的 解 方 程 工具 . 
虽然 在 细节 上 有 所 不 同 ， 这 些 求解 工具 大 多 数 都 是 以 牛顿 法 的 某 些 变 形 为 基础 
的 ,它们 可 以 像 牛顿 法 一 样 安 全 、 有 效 地 使 用 .求解 时 首先 要 用 某 个 全 局 方法 求 
根 的 近似 值 ， 大 多 数 这 类 解 方程 工具 都 要 求 一 个 根 的 初始 估计 值 或 一 个 包含 根 的 
初始 区 间 ， 然 后 利用 此 工具 求 出 根 ， 并 验证 结果 .验证 可 以 采用 对 参数 的 容许 值 
进行 灵敏 性 分 析 ， 或 将 求 出 的 解 代 回 到 原始 的 方程 中 注意: 对 数值 求解 的 结果 
轻易 的 和 不 加 鉴别 的 信任 是 危险 的 ， 对 许多 实际 问题 ， 包 括 本 书 中 的 一 些 练习 
题 ,不 恰当 地 应 用 数值 求解 工具 能 导致 很 严重 的 误差 .初始 时 选用 一 个 适当 的 全 
局 方法 及 随后 对 根 的 验证 都 是 数值 求解 过 程 的 重要 部 分 ， 一 些 计 算 器 、 计 算 机 代 
数 系统 及 电子 数据 表格 软件 也 具有 数值 最 优化 工具 ， 通 常 其 程序 都 采用 变形 的 牛 
顿 法 ， 这 是 建立 在 对 导数 的 数值 逼近 的 基础 上 的 . 对 这 些 程序 我 们 也 有 同样 的 建 
X: 首先 采用 一 个 全 局 方法 估计 最 优 解 的 近似 值 ， 然 后 用 数值 最 优化 工具 求解 ， 
最 后 对 参数 的 容许 值 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 保证 结果 的 精确 度 . 

为 了 将 灵敏 性 分 析 的 结果 与 问题 的 原始 数据 相 联系 ， 我 们 在 图 3-6 中 画 出 了 
表示 最 优 售 猪 时 间 的 根 z 关于 增长 率 

g = 200c, (12) 
的 曲线 .这 里 初始 给 出 的 增长 率 为 g==5 磅 /天 . 为 得 到 对 灵敏 性 的 数值 估计 ， 我 
THR 一 0. 025 25( 原 始 c=0. 025 的 1% 的 增加 ) 再 来 求解 一 次 方程 (11)， 此 时 求 
出 的 解 为 
x = 20.021 136, 

这 表示 rT 2.84%, RA Ue Sr, c)=2.84. RE 
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g = 200c, 


我 们 很 容易 说 明 : 
Slr,g) 一 (zc) = 2. 84. 
如 果 令 天 为 猪 的 初始 重量 (我 们 假设 h=200 磅 )， 由 ， 
5 
h= =, 


C 


我 们 有 


dz 
S (zsh) 一 dh T 


= (aya) (=) 


=— S(x,c) =— 2. 84. 
EKE, WE y 正比 于 >， 总 有 
S(z,y) = S(z,z), (13) 


而 如 果 y RF z 
S(x,y) 一 一 SCzyz). (14) 


x( 最 佳 售 猪 时 间 ) 


4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 5.4 5.6 
8( 磅 /天 ) 


图 3-6 非 线性 增 重 模型 下 的 售 猪 问题 的 最 佳 售 猪 时 间 x 关于 生长 率 g 的 图 像 


现在 我 们 已 经 求 出 了 x 关于 猪 的 初始 重量 和 增长 率 的 灵敏 性 ， 其 他 的 灵敏 性 
与 第 1 章 中 讨论 的 原始 问题 是 相同 的 ， 这 是 因为 目标 函数 关于 其 中 的 其 他 参数 的 
现在 得 到 的 最 优 解 与 第 1 章 中 给 出 的 解 有 显著 的 不 同 ( 现 在 为 19 到 20 天 ， 
而 第 1 章 中 为 8 天 ) ， 这 使 得 对 我 们 模型 的 稳健 性 有 很 大 的 疑问 ， 假 设 
p= 0.65 —0.0lz 
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是 否 在 三 周 的 时 间 内 一 直 成 立 也 是 需要 认真 考虑 的 问题 ， 关 于 价格 的 其 他 模型 当 
然 也 应 该 与 一 头 有 代表 性 的 猪 的 生长 过 程 的 更 复杂 模型 一 同 考虑 .在 本 章 最 后 的 
练习 中 涉及 了 一 些 关 于 稳健 性 的 内 容 . 我 们 现在 能 够 说 的 就 是 : 如 果 猪 的 生长 率 
不 下 降 ， 如 果 价 格 下 降 的 速度 不 加 快 ， 我 们 就 应 当 将 猪 再 多 养 一 个 星期 ， 到 那 
时 ， 我 们 将 以 新 的 数据 为 基础 重新 讨论 . 


3.2 多 变量 最 优化 


关于 一 个 多 元 函数 求 其 整体 最 优 值 点 的 实际 问题 与 上 一 节 讨 论 的 问题 在 很 多 
地 方 都 是 相似 的 ， 由 于 维 数 的 增加 ， 问 题 的 复杂 度 也 增加 了 .对 维 数 n> 的 情 
况 ， 图 像 法 已 不 再 适用 .对 方程 Vf 二 0 的 求解 也 由 于 独立 变量 个 数 的 增加 变 得 很 复 
杂 ， 有 约束 的 最 优化 问题 由 于 可 行 域 的 几何 形状 可 能 很 复杂 ， 求 解 也 更 为 困难 . 

例 3.2 一 个 城郊 的 社区 计划 更 新 他 们 的 消防 站 . 原来 的 消防 站 设置 在 历史 
上 的 市 中 心 。 城 市 规划 人 员 要 将 新 的 消防 站 设置 得 更 科学 合理 .对 响应 时 间 数 据 
的 统计 分 析 给 出 对 离 救 火 站 7 英里 处 打 来 求救 电话 ， 需 要 的 响应 时 间 估 计 为 
3.2 十 1.7r*” 分 钟 . (第 8 章 的 习题 16、17 涉及 了 推导 此 公式 的 内 容 . ) 图 3-7 中 
给 出 了 从 消防 官员 处 得 到 的 从 城区 的 不 同 区 域 打 来 的 求救 电话 频率 的 估计 数据 . 
其 中 每 一 格 代表 一 平方 英里 ? ， 格 内 的 数字 为 每 年 从 此 区 域 打 来 的 紧急 求救 电话 
的 数量 ， 求 新 的 消防 站 的 最 佳 位 置 . 


图 3-7 城区 的 每 一 平方 英里 区 域 每 年 的 发 生 的 紧急 呼救 次 数 地 图 


OQ 1 平方 英里 一 2. 590 X10sm? 
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我 们 用 (x，y) 坐 标 来 标记 城区 的 地 图 上 的 位 置 ， 其 中 r 为 按 英里 到 城市 西 
部 边界 的 距离 ，y 为 按 英里 到 南部 边界 的 距离 .例如 ，(0，0) 为 地 图 的 左下 角 ， 
(0，6) 为 地 图 的 左上 角 . 为 简单 起 见 ， 我 们 将 此 城区 划分 为 9 个 2X2 平方 英里 
的 正方 形 子 区 域 ， 并 假设 每 一 次 紧急 呼救 都 发 生 在 正方 形 的 中 心 ， 如 果 (z，y) 是 
新 的 消防 站 的 位 置 ， 对 求救 电话 的 平均 响应 时 间 为 z= f(z, y), HH 
z =3.2 +1. 716V- D + Gy—5y 
+8Vr— 3 +G—5) + 8/a—5)? FOG 
+21VG@—1Y + G3) +6/G—3" + G—-3) (15) 
十 3VCz 二 5 二 (一 39” +18/—1 + G1) 
+8VG@—3Y FQ)” +6/G—5Y Fy 1 1/84. 
fa el Ay HE EX eh OSI, ON y6 EM z 二 f(x，y) 求 最 小 值 . 
图 3-8 为 目标 函数 f 在 可 行 域 上 的 三 维 图 像 ， 该 图 显示 f EVf=0 的 惟一 内 
点 达到 最 小 值 . 图 3-9 为 f 的 水 平 集 的 等 值 线 图 ， 显 示 了 Vf 一 0 发 生 在 点 zx 一 2， 


人 ~ SP 
NS 
SS 


geen 


图 3-8 消防 站 位 置 问题 中 平均 响应 时 间 = f(z，y) 关 于 地 图 位 置 (x，y) 的 三 维 图 像 
fla, y)=3.2+1.7[6 /G@—l?+G—5) 
+8 Vr—3) FG—5) +8 Vr Fy) 
+21 /G@—1D?FG—3) +6 M3) Fy 3) 
+3 Va FG—3 +18 VGD Fy 1) 
+8 Vr—3) FOT D +6 Vr FD?" 1/84 
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y= 3 附近 ， 对 此 问题 当然 可 以 计算 出 YA， 但 Vj 一 0 则 无 法 代数 求解 . 进一步 的 


图 像 分 析 是 可 以 的 ， 但 对 多 于 一 个 变量 的 函数 进行 图 像 分 析 是 非常 麻烦 的 ， 我 们 
这 里 需要 的 是 用 一 个 简单 的 全 局 方法 对 最 小 值 点 给 出 一 个 估计 . 


> ~ 


图 3-9 消防 站 位 置 问题 中 平均 响应 时 间 z= f(x，y) 关 于 地 图 位 置 (x，y) 的 等 值 线 图 
fla, y)=3.2+1.7[6 VG- F5" 
+8 V3 FG—5) 十 8 M5) Fy 5 
+21 W(Cz 二 1 十 (一 3 +6 VC 二 3 下 0 二 3509 
十 3 JG@—5Y FG—3) +18 VaI FOGD 
十 8 Vr—3) Ty +6 Vr FD 1/84 


图 3-10 为 随机 搜索 算法 .这 种 最 优化 方法 只 是 随机 地 在 可 行 域 上 选取 N 个 
点 ， 选 择 其 中 使 目标 函数 的 值 达 最 小 的 点 ， 记 号 随机 数 {S} 表 示 在 集合 S 中 随机 
选取 的 一 个 点 ， 取 sa 一 0，p 一 6，c 王 0，d=6 及 和 =]1 000， 对 (15) 式 中 的 函数 采 
用 随机 搜索 算法 ， 用 计算 机 实现 ， 得 到 最 小 值 点 的 近似 值 为 : 
x min = 1. 66 
y min = 2.73 (16) 
z min = 6. 46, 
由 于 该 算法 采用 了 随机 数 ， 输 入 同样 数据 ， 再 一 次 执行 此 程序 可 能 会 得 到 略 有 不 
同 的 解 ， 随机 搜索 的 精确 程度 与 N 个 点 在 整个 可 行 域 上 按 均匀 网 格 分 布 的 情况 
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大 致 相当 ， 这 样 的 网 格 应 该 有 32X 32 个 网 格 点 (32? <*1 000)， 因 此 在 = 和 y 方 
向 上 的 精度 都 约 为 6/32<*0. 2， 由 于 在 最 小 点 有 Vf 一 0， 我 们 得 到 的 z 的 精度 会 
高 很 多 ， 随 机 搜索 之 外 的 另 一 种 方法 是 格 点 搜索 (在 N 个 等 距 节 点 处 检查 = = 
Flr, y)). 格 点 搜索 方法 的 性 能 基本 上 与 随机 搜索 相同 ,但 随机 搜索 方法 更 灵 
活 ， 也 更 容易 实现 . 


算法 : 随机 搜索 方法 
变量 : 4a==x 的 下 限 
b= WER 
c= y 的 下 限 
4 一 > 的 上 限 
N 一 迭代 次 数 
Zzmin 一 最 小 点 工 坐标 的 近似 解 
ymin 一 最 小 点 y 坐标 的 近似 解 
xzmin 一 最 小 点 F(x，y) 值 的 近似 解 
RA: a, b,c, ds N 
过 程 : 开始 
xz«-Random{[a, 6]} 
y«-Random{[c, d]} 
zmin«-F(r, y) 
对 2 一 1 到 六 循环 
开始 
x<-Random{[a, 6]} 
y«-Random{[c, d]} 
zeF(xr, y) 
Gz<z min, W 


x miner 


y mins y 
z min+-z 
结束 
结束 


输出 : x min, ymin, z min 


图 3-10 随机 搜索 方法 的 伪 代 码 


(16) 式 中 的 最 小 点 位 置 (1. 7，2.7) 及 相应 的 平均 响应 时 间 6. 46 分 钟 的 估计 
值 是 由 在 可 行 域 中 取 N=1 000 个 随机 点 对 目标 函数 求 值得 到 的 ， 增 加 N 会 得 到 
更 高 精度 的 解 ， 但 这 一 简单 的 全 局 方法 的 特性 并 不 适 于 通过 增加 N 来 提高 精度 . 
解 每 多 增加 一 位 小 数 的 精确 度 ， 就 要 求 N 扩大 100 倍 ， 因 此 这 一 方法 只 适 于 得 
到 最 优 解 的 一 个 粗略 的 近似 ， 对 我 们 现在 的 问题 ， 这 样 求 出 的 解 已 经 足够 好 了 . 
由 于 我 们 在 前 面 为 简化 所 做 的 假设 ， 消 防 站 的 位 置 有 1 英里 的 误差 ， 因 此 现在 要 
求 更 高 的 精度 是 没有 必要 的 ， 可 以 给 出 一 个 足够 近似 的 答案 为 ， 消防 站 的 位 置 应 
该 在 地 图 上 的 (1.7，2.7) 附 近 ， 这 样 平均 的 响应 时 间 约 为 6. 5 分 钟 ， 准确 的 位 置 
要 受 一 些 模型 中 没有 体现 的 因素 的 影响 ， 如 道路 的 位 置 ， 在 最 佳 位 置 所 在 区 域 的 
可 用 土地 情况 等 . 


[75 | 


[76] 
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对 响应 时 间 关 于 最 终 给 出 的 消防 站 位 置 的 灵敏 性 做 出 估计 是 非常 重要 的 ， 由 
于 在 最 优点 有 YA=0， 我 们 不 期 望 f 在 (1.7，2.7) 附 近 有 太 大 的 变化 ， 为 得 到 f 
关于 最 优点 附近 的 (x，y) 的 灵敏 性 的 一 个 具体 的 结果 ， 我 们 将 xz，y 的 范围 改 为 
1. 5<z 委 2，2. 5 和 >? 委 3，j 改 为 一 上 ， 再 一 次 运行 随机 搜索 程序 . MN=100, 8 
到 f 在 这 个 区 域 的 最 大 值 约 为 6. 49 分 钟 ， 或 者 说 大 约 比 观察 到 的 最 优 时 间 长 
0. 03 分 钟 ， 这 对 在 此 边 长 半 英 里 的 正方 形 区 域内 哪 一 点 设置 消防 站 的 实际 应 用 
不 会 有 什么 影响 . 

上 述 例子 中 采用 的 随机 搜索 方法 虽然 简单 ， 但 较 慢 ， 对 一 些 要 求 更 高 精度 的 
问题 ， 则 不 适 于 采用 这 一 方法 ， 如 果 涉 及 的 函数 像 例 3. 2 中 的 目标 函数 一 样 复 
杂 ， 用 这 种 方法 很 难 求 得 精确 的 解 . 更 精确 、 更 有 效 地 求解 多 变量 函数 的 整体 最 
优化 问题 的 方法 绝 大 多 数 都 以 梯度 为 基础 ， 对 我 们 下 面 讨论 的 例子 ， 由 于 梯度 很 
容易 计算 ， 用 这 些 方法 更 容易 处 理 . 

例 3.3 一 家 草坪 家 具 的 生产 厂 生 产 两 种 草坪 椅 ， BK, eRe 
管 架 的 . 木 架 椅 的 生产 价格 为 每 把 18 美元 ， 铝 管 椅 为 每 把 10 美元 ， 在 产品 出 售 
的 市 场 上 ， 可 以 售 出 的 数量 依赖 于 价格 ， 据 估计 ， 若 每 天 欲 售 出 x KBE, y 
把 铝 管 椅 ， 木 架 椅 的 出 售 价格 不 能 超过 10 十 31z-": 十 1. 3y-*? 美 元 /把 ， 铝 管 椅 
的 出 售 价格 不 能 超过 5 十 15y 94 +0. 8z “% 美 元 /把 ， 求 最 优 的 生产 量 . 

目标 为 在 生产 量 的 可 行 域 r>0, y>0 上 对 利润 函数 z 二 f(z，y) (美元 /天 ) 
求 最 大 值 ， 这 里 

z = x2(104+ 312°? + 1. 3y°?) — 182 
+ yO + oy * +0. 827%) — 10y. 


图 3-11 给 出 了 了 的 图 像 ， 图 像 显 示 f 有 一 个 惟一 的 达 极 大 值 的 内 点 ， 此 点 满足 
Vf 二 0， 图 3-12 画 出 了 上 的 水 平 集 图 . 由 图 可 见 ， 最 大 值 出 现在 zx=5，y 一 6 附 
近 . 我 们 计算 梯度 Vf(z，y) 一 (3 zx/ 9xz，9 z/ 9 y)， 得 到 


(17) 


2z = 15. 515 — 8 + 1. 3y™? — 0. 064yr > 

3 (18) 
LZ = gy 0-4 一 0.08 __ -1.2 

Dy 9y 5 十 0.8z 0. 26zy "7, 


EER O<2<10, 0<y<10 上 应 用 N=1 000 个 点 的 随机 搜索 算法 ， 得 到 生产 
量 为 每 天 生产 z==4. 8，y 一 5.9 把 椅子 时 可 达 每 天 52. 06 美元 的 最 大 利润 ， 为 得 
到 最 优 值 点 的 一 个 更 精确 的 数值 近似 解 ， 我 们 用 多 变量 函数 的 牛顿 法 来 求解 梯度 
方程 vf 一 0， 图 3-13 给 出 了 两 个 变量 的 牛顿 法 算法 . 
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10 10 
图 3-11 EFAA PAH z= 二 f(x，y) 关 于 每 天 的 木 架 椅 产 量 z， 铝 管 椅 产量 y 的 三 维 图 像 
flr, y)=zr(10+31lzr “Tl1.3y *)—18z+y(5+15y “0. 827%) —10y 
10 
8 
6 
y 
4 
2 
2 4 x 6 8 10 


图 3-12 DPR PA z 二 A(x，y) 关 于 每 天 的 木 架 椅 产 量 zx， 铝 管 椅 产 量 y 的 等 值 线 图 
flrs y= a10 +31r "十 ]. 3y 3) 一 18z 十 y(5 十 15y %4 +0. 827") —10y 
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算法 : 两 个 变量 的 牛顿 法 
变量 : ci 一 ”次 迭代 后 z 坐标 的 近似 解 
IM =n KERE y 坐标 的 近似 解 
N=BRKK 
MA: 0), y0), N 
过 程 : 开始 
| 对 n 二 1 到 N 循环 
开始 
qe 3 F/ 3 x(x(n—-1), y(n—1)) 
rea F/3 yCx(n—-1), y(n~—1)) 
se 3 G/3 x(a(n—1), y(n—1)) 
t- 3 G/3 y(z(n—-1), y(n—1)) 
u—F(x(n—1), y(n—1)) 
ve—Glxín—=1l), y(a=1)) 
D<qt—rs 
x(n)ez(n~ l) + (ut— ur) /D 
y(n) ~y(n—- 1) + Cqu—su)/D 
结束 
结束 
输出 : (N), yN) | 


图 3-13 两 个 变量 的 牛顿 法 的 伪 代 码 


给 定 一 组 可 微 函 数 方 ，…， 广 ，(z(0)，…，z(0)) 为 如 下 方程 组 的 根 的 初 
始 近似 值 

六 (zz) 一 0 
: (19) 

falait) = O. 
为 简化 叙述 及 说 明 单 变量 与 多 变量 牛顿 法 的 联系 ， 我 们 采用 向 量 记号 ， 记 z= 
(ais, Za) RECI) =(fi Cr), oo, AD, 我 们 可 以 将 (19) 式 写 为 
F(z) 二 0 的 形式 ，x(C0) 为 其 根 的 初始 估计 ， 牛 顿 法 采用 线性 近似 对 F(x)==0 的 准 
确 根 构造 一 个 精度 不 断 提高 的 近似 值 序列 zx(1)，z(2)，z(3)，…， 在 z=z(0) 附 
W, RNA FE(Cz)<=:F(Cz(0)) 十 A(Cz 一 z(0))， 其 中 4 为 z=z(0) 处 的 偏 导数 和 矩阵 

oft. Of 


9 Zi 9 zx, 


Ifa ... OSs 

9 Tı d En 
这 就 是 切线 近似 的 多 变量 形式 ， 为 得 到 对 F(x) 二 0 的 准确 根 的 一 个 更 好 的 估计 值 
ZX 二 xX(1)， 我 们 令 F(x) +ACa—2(0)) =0, H r=), 即 x(1) 二 zx(0) 一 A7! 
F(z(0))， 这 与 在 单 变量 情形 下 得 到 的 公式 的 形式 是 完全 相同 的 ， 只 是 这 里 不 能 
除 以 导数 年 阵 ， 而 是 要 用 逆 矩 阵 ， 当 求 出 的 近似 解 与 根 充 分 接近 时 ， 每 次 迭代 给 
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出 的 近似 值 的 准确 数位 都 会 是 上 一 次 得 到 的 准确 数位 的 两 倍 ， 与 单 变量 情况 一 
样 ， 牛 顿 法 得 到 的 近似 序列 很 快 地 收 伍 到 准确 根 . 图 3-13 给 出 的 两 个 变量 的 牛 
顿 法 算法 伪 代 码 中 用 到 了 2X2 抢 阵 的 逆 矩 阵 的 计算 公式 


q ry 1 t =r 

( ,) =z, i} 
在 一 般 情 况 下 ， 需 要 用 其 他 方法 计算 导数 矩阵 AN. 有关 多 变量 牛顿 法 的 更 
多 细节 请 查阅 参考 文献 : [Press 等 ，1987]，269 页 . 


在 我 们 的 问题 中 ， 有 
F(x,y) = 15.52% — 8 + 1. 3y™? — 0. 064 yx71 


(20) 


GC(z,y) = 9y™* — 5 +0. 81°” 一 0.26zy 开 2 ， 
从 而 可 以 计算 出 
ZE = 0. 069 12yr — 7. 75x7" 
x 
2E =— 0.064271 — 0, 26y? 
A (21) 
oe =— 0. 064271 — 0, 26y? 
T 
3 = 0. 312zy%? — 3. 6y 4, 


取 z(0) 二 5，y(0) 二 5， 用 两 个 变量 的 牛顿 法 的 计算 机 程序 进行 N=10 KERR 
解 ， 得 到 

x = 4.689 59 

y = 5.851 99 
作为 所 求 根 的 近似 值 .为 保证 解 的 可 靠 性 ， 再 取 N=15 计算 一 次 .将 结果 代入 
到 (17) 式 中 ， 得 到 一 52. 072 7， 因 此 ， 草 坪 椅 问题 的 最 优 解 为 ， 每 天 生产 4. 69 
把 木 架 椅 、5. 85 把 铝 管 椅 ， 可 得 到 每 天 52. 07 美元 的 利润 . 

与 单 变量 情况 相同 ， 求 方程 组 的 数值 近似 解 也 是 一 个 两 步 过 程 . 首先 要 用 一 

个 全 局 方法 估计 出 根 的 位 置 ， 如果 只 有 两 个 变量 ， 可 以 采用 图 像 法 ， 但 对 大 多 数 
问题 则 需要 采用 某 个 数值 方法 如 随机 搜索 法 .也 可 以 采用 一 些 较 复杂 的 全 局 算 
法 ， 它 们 通常 都 适用 于 某 类 特殊 的 问题 ， 下 一 步 我 们 要 用 一 个 快速 的 局 部 方法 来 
求 高 精确 度 的 解 ， 所 求 出 的 解 的 可 靠 性 要 通过 对 能 够 控制 精度 的 参数 进行 灵敏 性 
分 析 ， 或 将 数值 解 带 回 到 原始 的 方程 组 中 来 验证 .牛顿 法 是 一 个 需要 计算 偏 导 数 
的 非常 快 的 局 部 方法 .还 有 许多 对 偏 导数 做 近似 的 改进 牛顿 法 ， 可 以 参见 参考 文 
献 ， 如 [Press 等 ，1987]. 大 多 数 电子 数据 表格 软件 和 计算 机 代数 系统 都 有 多 变 
量 方程 的 求解 工具 ， 在 大 多 数 数值 分 析 软 件 的 库 函 数 和 工具 包 中 也 有 相应 的 求解 
工具 . 它们 的 使 用 都 要 从 用 一 个 全 局 方法 对 根 的 位 置 做 出 初始 估计 开始 ， 然 后 用 
求解 工具 求 出 解 ， 并 照常 对 解 加 以 验证 ， 不 要 仅仅 输入 方程 组 ， 用 工具 求解 后 就 


(22) 


[82] 


[83] 
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接受 它 给 出 的 解 ， 这 样 可 能 会 导致 严重 的 误差 . 许多 电子 数据 表格 软件 、 计 算 机 
代数 系统 及 数值 分 析 软 件 包 都 具有 多 变量 数值 最 优化 工具 ， 通 常 其 程序 都 采用 基 
于 对 导数 进行 数值 逼近 的 变形 的 牛顿 法 .对 这 些 程序 我 们 也 有 同样 的 建议 : 首先 
采用 一 个 全 局 方法 估计 最 优 解 的 近似 值 ， 然 后 用 数值 最 优化 工具 求解 ， 最 后 对 参 
数 的 容许 值 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 保证 结果 的 正确 . 

有 约束 的 多 变量 最 优化 问题 的 求解 更 加 困难 .在 某 些 情况 下 ， 最 优 解 出 现在 
可 行 域 的 内 部 ， 从 而 我 们 可 将 问题 视 为 无 约束 的 情况 ， 当 最 优 解 出 现在 边界 上 
时 ， 情 况 会 更 为 复杂 对 这 类 问题 没有 简单 的 、 一 般 有 效 的 计算 方法 . MANA 
法 只 适用 于 一 些 具有 特定 性 质 的 特殊 类 型 的 问题 ， 我 们 会 在 下 一 节 中 讨论 其 中 最 
重要 的 问题 . 


3.3 线性 规划 


有 约束 的 多 变量 最 优化 问题 通常 总 是 难于 求解 的 ， 人 们 研究 了 许多 计算 方法 
来 处 理 一 些 特殊 类 型 的 多 变量 最 优化 问题 ， 但 仍 缺 乏 较 好 的 一 般 性 的 方法 ， 即 使 
是 非常 复杂 的 一 般 性 方法 也 不 存在 ， 讨 论 这 类 问题 的 新 的 计算 方法 的 研究 领域 称 
为 非 线性 规划 ， 这 是 个 非常 活跃 的 领域 . 

最 简单 的 一 类 有 约束 多 变量 最 优化 问题 的 目标 函数 和 约束 函数 都 是 线性 的 ， 对 
这 类 问题 的 计算 方法 的 研究 称 为 线性 规划 .线性 规划 的 软件 包 非 常 普 及 ， 并 且 经 常 
地 被 应 用 于 制造 业 、 投 资 、 农 业 、 运 输 和 政府 机 构 ， 典 型 的 大 规模 问题 包括 数 千 个 
决策 变量 和 数 千 个 约束 .在 许多 有 资料 可 查 的 事例 中 ， 基 于 线性 规划 模型 的 运筹 分 
析 节 约 了 数 百 万 美元 的 资金 ， 详 细 的 资料 可 以 在 运筹 学 和 管理 学 的 文献 中 找到 . 

例 3.4 一 个 家 庭 农 场 有 625 英亩 9 的 土地 可 以 用 来 种 植 农作物 .这 个 家 庭 
考虑 种 植 的 农作物 有 玉米 、 小 麦 和 燕麦 ， 预 计 可 以 有 1 000 英亩 -英尺 的 灌溉 用 
水 ， 农 场 工 人 每 周 可 以 投入 的 工作 时 间 为 300 小 时 ， 其 他 的 数据 在 表 3-2 中 给 
出 ， 为 能 够 获得 最 大 收益 ， 每 种 作物 应 该 各 种 植 多 少 ? 


表 3-2 例 3.4 中 农场 问题 的 有 关 数 据 


条 件 
(每 英亩 ) 
灌溉 用 水 (英亩 ~ 英尺 ) 


劳力 (人 -小 时 / 周 ) 
收益 (美元 ) 


3.0 1.0 1.5 
0.8 0. 2 0.3 


我 们 采用 五 步 方法 ， 第 一 步 的 结果 显示 在 图 3-14 中 . 第 二 步 为 选择 建 模 方 
法 . 我们 用 线性 规划 模型 来 处 理 这 一 问题 . 


© 1 英亩 一 4 046. 856m" 
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变量 : 
zl 一 种 植 玉米 的 英亩 数 
zz 一 种 植 小 麦 的 英亩 数 
Zs 三 种植 燕麦 的 英亩 数 
w 二 需要 的 灌溉 用 水 (英亩 一 英尺 ) 
/二 需要 的 劳力 (人 一 小 时 / 周 ) 
二 种 植 作物 的 总 英亩 数 
3 一 总 收益 (美元 ) 

假设 : 
w= 3.02, +1. 022 +1. 5x3 
£=0. 82, +0. 2x2 +0. 323 
t=T] + x2 + 23 
y= 4002x) +200xr2 + 25023 
w1 000 
1300 
t<625 
x10; 22220; 23220 

目标 : Ry 的 最 大 值 


图 3-14 农场 问题 的 第 一 步 的 结果 


线性 规划 模型 的 标准 形式 (不 等 式 形式 ) 如 下 : 
在 由 约束 

ant) te tat, <b, 
: : : (23) 
Am X) +t + amon S bn 


Boxy 20, or, 2,220 定义 的 可 行 域 上 对 目标 函数 y= fas s ta) Saar 十 … 十 
Cnt, 求 最 大 值 ， 这 是 第 2 章 中 讨论 的 有 约束 多 变量 最 优化 问题 的 一 种 特殊 情况 ， 记 
21 (21982) = ay xr, tee +412, 

: (24) 


EmC T ott 9 Zn) = Gm Tl + s.. Famin 
Emi (E13 Ln) = Zl 


Emin lErEn) = Tn, 
约束 可 以 写 为 gi Kb, , EmDbms K Bmt Z0, s Emt Z0. 满足 这 些 约束 
的 (zc ，…，z) 的 集合 称 为 可 行 域 ， 表 示 决 策 变量 z ，…，xz 的 所 有 可 行 的 取 
值 . HV f 二 (cl; ，…，c,) 不 可 能 是 零 ， 函 数 不 可 能 在 其 可 行 域 的 内 部 达 最 大 
值 ， 在 边界 上 的 最 大 值 点 上 ， 我 们 有 
Vf = Ar Ver tt Ann VEmin (25) 
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这 里 只 有 第 i 个 约束 是 关键 约束 时 才 有 A 了 关 0. 对 i 二 1，…，m， 拉 格 朗 日 乘 子 1; 代 
表 了 若 将 第 i 个 约束 的 限制 条 件 放 松 一 个 单位 时 (即将 第 i MARAH gi;(xi，…， 
ZX) 所 6; 十 1)， 目 标 函 数 y 二 f(x，…，x;) 最 大 值 的 可 能 的 增加 量 . 线性 规划 问 
题 的 最 优 解 的 计算 通常 采用 一 个 单纯 形 法 的 变形 ， 用 计算 机 来 完成 ， 这 一 方法 的 
基础 是 最 优 解 一 定 会 出 现在 可 行 域 的 某 个 顶点 处 (你 很 容易 验证 这 一 点 )， 我 们 不 
讨论 单纯 形 法 的 代数 细节 ， 而 是 将 重点 放 在 介绍 正确 使 用 线性 规划 软件 包 所 需要 
了 解 的 内 容 上 . 

在 单纯 形 法 中 ,项 点 坐标 的 计算 采用 线性 规划 模型 的 另 一 种 标准 形式 (等 式 
形式 ): 在 由 约束 


aTi 十 … 十 az 十 Torl = b, 
i 十 … Fanta + Late =b (28) 
Am) 十 … + Aim n 十 Zen 一 Om 


RO, y Cpt m0 定义 的 集合 上 对 > 一 cuzi 十 … 十 cvzw REAK. BH t: 
称 为 松弛 变量 ， 因 为 它 代表 了 第 i 个 约束 的 松弛 剩余 量 ， 当 松弛 变量 r= 0 时 
Bi 个 约束 为 关键 约束 ， 一 个 顶点 的 坐标 可 以 通过 令 变 量 z ，…，x。+; 中 的 nn 个 
TRAFE. REM m 个 未 知 数 、m 个 方程 的 联 立 方程 组 得 到 .如 果 剩 
下 的 m 个 变量 ( 称 为 基 变 量 ) 的 值 都 是 非 负 ， 则 这 个 顶点 为 可 行 的 . 

假设 我 们 有 一 个 中 等 规模 的 线性 规划 问题 ， 包 含 = 50 个 变量 和 m 二 100 个 
AR. 则 顶点 的 数目 等 于 从 150 个 变量 (50 个 决策 变量 加 上 100 个 松弛 变量 ) 中 选 
择 50 个 取 为 零 的 变量 的 全 部 可 能 情况 的 数量 .从 150 中 选 50 的 数量 为 (1501)/ 
(501)(1001)， 约 为 2X10”. 一 个 每 十 亿 分 之 一 秒 可 以 检查 一 个 顶点 的 计算 机 程 
序 要 运行 约 8X10” 年 才能 解 出 这 个 问题 ， 这 是 一 个 典型 的 线性 规划 应 用 的 例子 . 
单纯 形 法 只 计算 从 顶点 中 一 个 选 出 的 子 集 ( 总 数 的 非常 小 的 一 部 分 )， 一 个 规模 为 
n=50, m=100 的 线性 规划 问题 可 以 在 一 台大 型 机 上 很 快 地 解 出 ， 在 我 们 写 这 本 
书 的 时 候 ， 这 样 规模 的 问题 已 经 达到 了 在 个 人 计算 机 上 用 合理 的 时 间 求 解 的 上 
限 ， 但 在 不 久 的 将 来 ， 随 着 技术 的 进步 ， 这 一 限制 一 定 会 放宽 ， 一般 地 ， 用 单纯 形 
法 求解 线性 规划 问题 的 执行 时 间 正 比 于 mz? ， 因 此 处 理 器 速度 提高 一 个 数量 级 会 使 
能 用 这 台 机 器 处 理 的 线性 规划 问题 的 规模 提高 到 两 倍 以 上 ， 对 本 书 中 的 问题 ， 任 何 
好 的 单纯 形 法 计算 机 执行 程序 都 是 适用 的 ， 建 议 不 要 用 手 算 求解 这 些 问题 . 

第 三 步 是 将 线性 规划 模型 表示 为 标准 形式 ， 在 我 们 的 问题 中 ， 决 策 变量 为 每 
种 作物 种 植 的 英亩 数 x r ，zs， 我 们 要 在 集合 


3.02, + 1.02, + 1.52; < 1 000 
0. 8x, +0. 2x. + 0. 3x; < 300 (27) 


Tı +r + x; < 625 
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Bex, 220, 22220, 2320 于 对 总 收益 y 一 400z 十 200xs* 十 250zs 求 最 大 值 . 

第 四 步 为 求解 问题 .我 们 用 由 Linus Schrage 所 写 的 单纯 形 法 计算 机 执行 程序 
LINDO 来 求解 . 第 四 步 的 结果 表示 在 图 3- 15 中 .最 优 解 为 Z=162 500, x, 一 187. 5， 
Zz 二 437. 5，xs 一 0， 由 于 第 二 行 与 第 四 行 的 松弛 变量 为 零 ， 第 一 个 和 第 三 个 约束 为 关 


键 约束 ， 而 第 三 行 的 松弛 变量 等 于 62.5， 因 此 第 二 个 约束 条 件 不 是 关键 的 . 
MAX 400 X1 + 200 X2 + 250 X3 
SUBJECT TO 
2) 3 X1 + X2 + 1.5 X3 «<= 1000 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 «<= 300 
4) X1 + X2 + X3 <= 625 
END 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 162500.000 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
x1 187.500000 .000000 
X2 437.500000 .000000 
X3 .000000 -.000015 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 100.000000 
3) 62.500000 .000000 
4) .000000 99.999980 
NO. ITERATIONS= 2 


图 3-15 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 农场 问题 的 最 优 解 


第 五 步 为 回答 问题 ， 问题 为 每 种 作物 应 该 各 种 植 多 少 ， 最 优 的 方案 为 种 玉米 
187. 5 英亩 ， 种 小 麦 437. 5 英亩 ， 不 种 燕麦 . 这样 可 以 得 到 162 500 美元 的 收益 . 
我 们 求 出 的 最 优 的 作物 种 植 方案 用 光 了 625 英亩 的 土地 和 1 000 英亩 -英尺 的 灌 
溉 用 水 ， 但 在 可 用 的 每 周 300 人 -小 时 的 劳力 中 只 用 掉 了 237.5. 这样 每 周 有 
62.5 人 -小 时 可 以 用 于 其 他 可 获 利 的 工作 或 空闲 下 来 . 

我 们 的 灵敏 性 分 析 首 先 从 考虑 可 用 的 灌溉 用 水 量 开 始 ， 这 个 量 会 由 于 降水 和 
温度 而 改变 ， 这 会 影响 农场 的 蓄 水 池 的 水 量 . 还 可 能 从 附近 的 农场 购买 额外 的 灌 
溉 用 水 ， 图 3-16 显示 了 增加 1 英亩 -英尺 的 灌溉 水 量 对 最 优 解 的 影响 ， 现 在 我 们 
可 以 多 种 半 英 亩 的 玉米 (可 获 利 更 多 的 作物 )， 而 且 还 节约 了 一 点 劳力 (每 周 0.3 
人 -小 时 )， 净 收益 增加 了 100 美元 . [87] 
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MAX 400 X1 + 200 X2 + 250 X3 

SUBJECT TO 
2) 3 X1 + X2 + 1.5 X3 <= 1001 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 <= 300 
4) X1 + X2 + X3 <= 625 

END 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 162600.000 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 
188.000000 -000000 

437.000000 .000000 

.000000 ~.000015 


SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
.000000 100.000000 
62.200000 .000000 
-000000 99.999980 


NO. ITERATIONS= 0 


图 3-16 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 在 农场 问题 中 增加 
1 英亩 -英尺 的 水 量 的 最 优 解 


这 100 美元 是 该 资源 的 影子 价格 (灌溉 用 水 )， 农 场 会 愿意 以 不 超过 100 美元 
每 英亩 -英尺 的 价格 购买 额外 的 灌溉 用 水 . 另 一 方面 ， 农 场 不 会 愿意 以 低 于 100 
美元 每 美 亩 -英尺 的 价格 出 让 自己 拥有 的 灌溉 用 水 ， 在 图 3-15 中 ， 三 种 资源 (水 、 
劳力 和 土地 ) 的 影子 价格 称 为 对 偶 价 格 ， 它 们 列 在 相应 的 松弛 变量 旁边 ， 增 加 1 
英亩 的 土地 的 价值 为 100 美元 ， 额 外 增加 劳力 的 价值 为 零 ， 因 为 劳力 已 经 是 过 剩 
的 了 . 

种 植 每 种 作物 能 够 获得 的 每 英亩 的 收益 会 随 着 气候 和 市 场 变 化 . 图 3-17 显 
示 了 玉米 收益 的 少量 提高 对 最 优 解 的 影响 ， 这 不 会 影响 决策 变量 x, r 和 zs (每 
种 作物 的 种 植 数量 ) 的 最 优 取 值 ， 总 的 收益 当然 会 增加 ， 增 加 量 为 50zk 一 9 375 
美元 .影子 价格 的 改变 也 是 值得 注意 的 . 由 于 玉米 的 收益 提高 ， 水 的 价值 更 高 
T. 《虽然 水 和 土地 约束 都 是 关键 的 ， 但 水 的 约束 限制 了 我 们 种 植 更 多 的 玉米 来 
取代 小 麦 . ) 

图 3-18 显示 了 如 果 燕 麦 的 收益 比 预 期 的 提高 一 些 会 出 现 什么 情况 .这 个 参 
数 的 一 个 很 小 的 变化 对 最 优 解 有 很 显著 的 影响 ， 现 在 我 们 以 种 燕麦 取代 了 种 小 
麦 ,， 玉米 的 种 植 量 也 有 相当 的 减少 ， 显 然 我 们 的 模型 对 这 个 参数 很 敏感 ， 由 于 这 
一 情况 ， 需 要 对 这 个 参数 的 灵敏 性 进行 更 深入 的 讨论 . 
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MAX 450 X1 + 200 X2 + 250 X3 

SUBJECT TO 
2) 3 X1 + X2 + 1.5 X3 <= 1000 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 <= 300 
4) X1 + X2 + X3 <= 625 


END 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 0 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 171875.000 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X1 187.500000 - 000000 
X2 437.500000 -000000 
X3 -000000 -500000 


SLACK OR SURPLUS PRICES 
2) -000000 000000 
3) 62.500000 -000000 
4) -000000 - 000000 


NO. ITERATIONS= 0 


3-17 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 在 农场 问题 中 提高 玉米 的 收益 后 的 最 优 解 


MAX 400 X1 + 200 X2 + 260 X3 

SUBJECT TO 
2) 3 Xi + X2 + 1.5 X3 <= 1000 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 <= 300 
4) X1 + X2 + X3 <= 625 

END 


LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 168333.300 ` 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 
x1 41.666670 -000000 
X2 - 000000 13.333340 
X3 583.333300 .000000 


ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) .000000 93.333340 
3) 91.666660 000000 
4) - 000000 120.000000 


NO. ITERATIONS= 1 


图 3-18 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 在 农场 问题 中 提高 燕麦 的 收益 后 的 最 优 和 解 
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W c AAR AY We te (Se c/w), LAT A tr eH f(x) = 4002, +2002, + 
czy. 注意 c 的 值 不 影响 可 行 域 S 的 形状 . 取 不 同 的 c 青 进行 几 次 计算 ， 当 c< 
250 时 最 优 解 出 现在 顶点 (187.5，437.5，0) 处 ， 而 当 c> 250 时 最 优 解 出 现在 相 
邻 的 顶点 (41.66，0，583. 33) 处 ， 这 两 个 点 都 在 由 两 个 平面 

3.02, +1. Oz, +1. 52; =1 000 
(28) 
Ti Fz +z, =625. 

相交 得 到 的 直线 上 .考虑 这 条 直线 上 任 一 点 处 的 梯度 向 量 YAF= (400，200，c)， 
当 c<250 时 ， 梯 度 向 量 指向 x =0 的 顶点 ， 当 c>250 时 ， 梯 度 向 量 指 向 zx; =0 
的 顶点 ， 随 着 c 的 增加 ， 梯 度 向 量 从 前 一 个 点 转向 后 一 个 点 、 当 c==250 时 ， 梯 
度 向 量 Vf 与 通过 这 两 点 的 直线 垂直 ， 对 这 个 c 值 ， 位 于 这 两 个 顶点 之 间 的 线段 
上 的 任何 一 个 点 都 是 最 优 解 . 

模型 对 参数 c 的 灵敏 性 的 实际 结果 就 是 我 们 不 知道 应 该 种 燕麦 还 是 应 该 种 小 
麦收 益 的 一 个 微小 变化 就 会 改变 我 们 的 最 优 决 策 ， 根据 每 英亩 的 收益 会 随 着 天 
气 和 市 场 变化 的 事实 ， 最 好 是 能 给 农场 主 不 止 一 个 的 选择 ， 任何 一 种 作物 的 混合 
MEIROS) 

xı = 187. 5t +41. 66(1 — £) 
Xx; = 437. 5t +00 —2) (29) 
xz, = 0t + 583. 33(1—2), 


都 会 用 尽 现 有 的 土地 和 灌溉 用 水 资源 ， 每 英亩 的 收益 数据 有 太 多 的 不 确定 因素 ， 
因此 无 法 说 明 哪 个 选择 会 产生 最 大 利润 . 

有 时 灵敏 性 分 析 要 根据 将 初始 的 研究 结果 应 用 于 实际 后 得 到 的 客户 反馈 来 进 
fT. 假设 在 农场 主 看 到 我 们 的 分 析 结果 之 后 ， 又 接 到 了 有 一 个 新 的 玉米 品种 广告 
的 新 种 子 目录 . 这 种 新 品种 玉米 较 贵 ,， 但 据 称 所 需 灌溉 用 水 量 少 ， 图 3-19 为 假 
设 种 玉米 只 需要 2. 5 英亩 -英尺 (而 不 是 3. 0) 的 灌溉 用 水 时 的 灵敏 性 计算 结果 ， 新 
品种 玉米 可 多 获得 12 500 美元 的 收益 ， 而 在 这 种 情况 下 ， 我 们 当然 会 比 以 前 种 
更 多 的 玉米 ， 值 得 注意 的 是 这 时 水 的 影子 价格 也 提高 了 33%. 

最 后 假设 农场 主 想 考 虑 增加 另 一 种 新 的 作物 一 一 大 麦 . 一 英亩 大 麦 需要 1.5 
英亩 -英尺 的 水 和 0. 25 人 -小 时 的 劳力 ， 预 期 可 获得 200 美元 的 收益 .在 我 们 的 
模型 中 用 一 个 新 的 决策 变量 x, 一 大麦 的 英亩 数 来 表示 这 种 新 的 作物 .图 3- 20 为 
模型 的 计算 结果 ， 与 我 们 的 原 问题 相 比 结果 基本 不 变 ， 玉 米 和 小 麦 的 混合 种 植 方 
案 仍 是 最 优 解 ， 其 原因 也 很 容易 看 出 。 虽 然 大 麦 和 小 麦 的 收益 是 相同 的 ， 但 大 考 
需要 更 多 的 水 和 劳力 . 
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MAX 400 X1 + 200 X2 + 250 X3 

SUBJECT TO 
2) 2.5 X1 + X2 + 1.5 X3 <= 1000 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 <= 300 
4) X1 + X2 + X3 <= 625 


END 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 175000.000 


VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X1 250.000000 -000000 

X2 375.000000 -000000 

X3 .000000 .666680 

ROW SLACK OR SURPLUS PRICES 

2) - 000000 333300 

3) 25.000000 - 000000 

4) - 000000 - 666660 


NO. ITERATIONS= 1 


图 3-19 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 在 农场 问题 中 种 植 低 用 水 量 的 玉米 时 的 最 优 解 


MAX 400 X1 + 200 X2 + 250 X3 + 200 X4 
SUBJECT TO 
2) 3 X1 + X2 + 1.5 X3 + 1.5 X4 <= 1000 
3) 0.8 X1 + 0.2 X2 + 0.3 X3 + 0.25 X4 <= 300 


4) X1 + X2 + X3 + X4 <= 625 
END 
LP OPTIMUM FOUND AT STEP 1 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 162500.000 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X1 187.500000 -000000 
X2 437.500000 .000000 
X3 .000000 -.000015 
X4 -000000 49.999980 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) . 000000 100.000000 
3) 62.500000 .000000 
4) - 000000 99.999980 
NO. ITERATIONS= 1 


图 3-20 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 在 农场 问题 中 增加 新 作物 大 麦 时 的 最 优 解 
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例 3.5 一 家 大 建筑 公司 正在 三 个 地 点 开掘 ， 同 时 又 在 其 他 四 个 地 点 建筑 ， 
这 里 需要 土方 的 填充 . 在 1、2、3 处 控 据 产生 的 土方 分 别 为 每 天 150, 400, 325 
立方 码 9， 建筑 地 点 A、B、C、D 处 需要 的 填充 土方 分 别 为 每 天 175，125，225， 
450 立方 码 ， 也 可 以 从 地 点 4 用 每 立方 码 5 美元 的 价格 获得 额外 的 填充 土方 .填充 
土方 运输 的 费用 约 为 一 货车 容量 每 英里 20 美元 ， 一 辆 货车 可 以 搬运 10 立方 码 的 土 
方 . 表 3-3 给 出 了 各 地 点 间距 离 的 英里 数 . 求 使 公司 花费 最 少 的 运输 计划 . 

表 3-3 例 3.5 中 土方 问题 的 英里 数 : 建筑 地 点 间 的 距离 
接收 填充 土方 的 地 点 


我 们 采用 五 步 方 法 .第 一 步 的 结果 显示 在 图 3-21 中 .例如 我 们 可 以 每 天 从 
地 点 1 运 出 不 超过 150 立方 码 的 土方 ， 而 我 们 至 少 要 向 地 点 A 运 去 175 立方 码 的 
土方 . 由 于 每 英里 运 10 立方 码 的 土方 要 花费 20 美元 ， 从 地 点 i=l, 2, 3 向 地 
Mj=A, B, C, DB 1 立方 码 的 土方 需要 每 英里 2 美元 ， 如 果 从 地 点 4 运 出 ， 
还 要 增加 每 立方 码 5 美元 的 费用 . 假设 只 要 我 们 愿意 付费 ， 可 以 从 地 点 4 获得 的 
土方 量 就 是 不 受 限制 的 . 
第 二 步 是 选择 建 模 方法 . 我们 用 线性 规划 模型 来 处 理 这 一 问题 ， 并 用 电子 数 
据 表 格 软件 来 求解 。 大 多 数 电 子 数据 表格 软件 都 包含 一 个 解 方程 工具 或 一 个 采用 
单纯 形 法 的 最 优化 工具 ， 如 果 一 个 线性 规划 问题 不 是 (23) 或 (26) 式 中 定义 的 标准 
形式 ， 可 以 很 容易 地 将 其 转化 为 标准 形 ， 例 如 ， 若 对 目标 函数 y= f(xl，…， 
x,) 求 最 小 值 ， 可 以 化 为 对 一 y 求 最 大 值 ， 很 多 软件 都 可 以 自动 进行 这 些 转化 ， 
从 而 允许 问题 以 更 自然 的 形式 表示 ， 对 运输 问题 ， 单 纯 形 法 有 一 个 特别 的 改进 方 
法 ， 这 种 运输 单纯 形 法 对 大 规模 的 问题 的 求解 效率 很 高 ， 对 我 们 现在 的 问题 ， 一 
般 的 单纯 形 法 就 足够 了 . 
第 三 步 是 将 问题 表示 为 线性 规划 模型 的 形式 ， 在 这 个 问题 中 ， 决 策 变量 为 从 
地 点 i 运往 地 点 7 的 以 立方 码 为 单位 的 土方 数 z;， 目标 为 求 总 运费 y= C 的 最 小 
值 ， 这 里 
y=10zia + 4Tiıg 十 12zic 十 20x1p 
+ 8.204 十 10xz8 十 14xzc 十 10xzp 
+ 14x34 + 12235 十 8xsc + 8xap 
+ 23214 + 25.243 +17 ac + Iain 


(30) 
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变量 : 
ay AEA i 运 到 地 点 j 的 土方 量 ( 立 方 码 ) 
5 三 从 地 点 1 运 出 的 土方 量 (立方 码 ) 
rj 三 运 到 地 点 j 的 土方 量 (立方 码 ) 
二 从 地 点 i 运 到 地 点 ; 的 土方 运输 费用 (美元 /立方 码 ) 
ds 二 地 点 i 到 地 点 j 的 距离 (英里 ) 
C= 总 运费 (美元 ) 
假设 : 
s Sza ttig taic tanp 
s2 =x2a t x28 + z2c + Lap 
s3 = 234+ 238+ 230+ x3p 
Sa = Laat rapt tact rap 
74 一 214 十 Z2A 十 Z3A 十 并 4A 
rB = xg + x28 + £38 traB 
re= zic tH azrzc tac tatc 
rD 一 ZID 十 Z2D 十 Zsp 十 Z4D 
51150, 52400, 53325 
raczl75, re=125, rc>225, rpœ450 
cy =2dy, # i=l, 2, 3. 或 
cy =2d; +5, Æ 1i=4. 
其 中 dj HR 3-3 中 给 出 
其 中 : 
C 一 cl4ZI4 十 clBZ1B8 十 clczlc 十 clDZ1D 
十 czhZz2A 十 czBZ2B 十 czcz2zC 十 czDZ2D 
十 cshzr34 十 c3BZ3B 十 csczaC 十 c3DZ3D 
十 c4h4T44 十 c4BZ4B 十 C4CZ4C 十 ctDZ4D 
xy20,i=1, 2, 3, 4, j=A, B, C, D 94 


自 标 : R C 的 最 小 值 
图 3-21 土方 问题 的 第 一 步 的 结果 


WEAR 

TIA + zig + Zaic + zip < 150 
Zza + X28 + Lee + Zep < 400 
X3A + ZaB + Tc + zsp < 325 
Dia 十 Loa 十 Zaa + ztia > 175 (31) 
Dip t+ Zep + Xan + Tag > 125 
Dic + zac + Tic + Lac > 225 
Zip 十 Zap + Lap + Lap = 450 

Rex >0, i=1, 2, 3, 4; j=A, B, C, D. 图 3-22 为 此 问题 的 一 个 电子 表格 

结构 ， 大 多 数 单元 格 内 都 有 数据 ， 我 们 在 单元 格 F9 到 F12, B13 到 E13 及 B15 中 


[36] 


68 RRA 


定义 公式 . thin, RIAA F9O=B9+C9+D9+F9, K B13 二 B9 十 B10 十 B11 十 
B12, B15=B3 * B9 十 C3 x C9 十 … 十 D6 x D12 十 E6 x E12， 然 后 我 们 要 告诉 电子 
表格 哪个 单元 格 是 目标 、 哪 些 单元 格 包 含 决策 变量 ， 并 给 出 约束 ， 具 体 的 细节 随 
不 同 的 电子 表格 而 变化 .如 果 你 对 怎样 使 用 不 熟悉 ， 可 以 参考 你 所 用 电子 表格 的 
软件 手册 或 使 用 在 线 帮助 工具 . 


A 
1 
2 
3 
4 2 8 10 14 10 ia 
5 
6 
7 
8 
9 


地 点 A B C D 运 出 量 | 可 用 量 
1 0 0 0 0 0 150 
一 

10 2 0 | 0 0 0 0 400 
11 3 0 0 0 0 0 325 
12 4 0 0 0 0 0 - 
13 收 到 量 0 0 0 0 
14 需求 量 175 | 125 225 450 | 
15 总 运费 0 


1 


图 3-22 用 电子 数据 表格 表示 的 土方 问题 


第 四 步 是 求解 问题 . 图 3-23 显示 了 用 电子 表格 的 Quattro Pro 优化 工具 得 到 
的 本 问题 的 解 。 注意 所 有 的 接收 量 约束 都 是 关键 的 约束 ， 而 运 出 量 的 约束 则 不 全 
是 关键 的 ， 第 五 步 为 回答 问题 .最 优 解 为 每 天 从 地 点 1 向 地 点 B 运输 125 立方 码 
的 土方 ， 从 地 点 2 向 地 点 A 运输 175 立方 码 ， 从 地 点 3 向 地 点 C 运输 225 立方 
码 ， 再 向 地 点 D 运输 100 立方 码 ， 所 需要 的 剩余 350 立方 码 的 土方 从 地 点 4 获 
得 .购买 土方 需要 的 额外 费用 由 于 地 点 4 与 DD 的 距离 近 而 抵消 ， 这 一 运输 方案 的 
总 费用 为 每 天 7 650 美元 ， 按 这 一 方案 ,我 们 没有 用 掉 地 点 1、2 的 所 有 挖掘 出 
的 土方 ， 因 此 我 们 应 该 做 其 他 安排 来 处 理 多 余 的 土方 . 

我 们 首先 通过 检查 可 以 由 电子 表格 的 最 优化 工具 自动 给 出 的 一 些 结果 报告 来 
进行 灵敏 性 分 析 . 图 3-24 为 关于 问题 的 约束 的 灵敏 性 报告 ， 注 意 地 点 1 和 2 的 
约束 不 是 关键 的 ， 分 别 有 25 和 225 的 松弛 量 . 这 表示 在 最 优 方案 中 ， 地 点 1 控 
掘 出 的 土方 中 有 25 立方 码 没 有 被 运 出 ， 地 点 2 有 225 立方 码 没有 被 运 出 . 
图 3-24 列 出 的 对 偶 变 量 为 影子 价格 ， 由 于 约束 不 是 关键 的 ， 地 点 1 和 2 的 影子 价 
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A A B C 
1 花费 

2 地 点 A B 
3 1 10 4 
4 2 8 10 
5 3 14 12 
6 4 23 25 
7 解 

8 地 点 T A B 


wo 


10 


= 
CD 


me | 
ko | 王 


图 3-23 用 电子 数据 表格 求 出 的 土方 问题 的 最 优 运输 方案 


格 为 零 ， 地 点 3 的 影子 价格 为 一 1 美元 ， 其 含义 为 如 果 此 约束 的 限制 增加 1 立方 
码 的 土方 ， 总 运费 就 会 增加 一 1 美元 ， 用 电子 表格 求解 的 一 个 主要 优点 就 是 我 们 
可 以 很 容易 地 进行 灵敏 性 分 析 ， 我 们 只 要 简单 地 在 单元 格 F12 中 将 325 改 为 326 
再 来 求 最 优 解 即 可 .得 到 的 最 优 解 为 (没有 显示 出 来 ) El11 变 为 101，E12 BH 
349，B15 变 为 7 649， 所 有 其 他 的 决策 变量 的 值 都 没有 改变 ， 换 句 话 说 ， 我 们 从 
地 点 3 多 运 1 立方 码 到 地 点 D， 从 而 每 天 可 节省 1 美元 . 


8 
4 
9 
9 


+ 


图 3-24 土方 问题 电子 数据 表格 的 灵敏 性 分 析 报 告 ， 给 出 了 关于 土方 的 
可 用 量 和 需求 量 的 变化 的 灵敏 性 


地 点 A. B, C, 的 影子 价格 都 是 正 的 ， 例如， 地 点 C 的 影子 价格 为 9 美 
Te. 如果 我 们 在 地 点 C 多 需求 10 立方 码 的 土方 ， 则 总 费用 会 增加 90 美元 ， 为 验 
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证 这 一 点 ， 我 们 将 D14 从 225 改 为 235， 再 求 最 优 解 ， 相 应 的 最 优 解 显示 在 
图 3-25 中 .我 们 注意 到 总 费用 增加 了 90 美元 ， 从 7 650 美元 增加 到 7 740 美元 . 
现在 地 点 C 从 地 点 3 接收 了 235 立方 码 ， 地 点 D 从 地 点 3 接收 了 90 立方 码 ， 从 
地 点 4 接收 了 360 立方 码 ， 其 他 的 运输 量 保持 不 变 . 


[A A B C | p E | F -G 
1 花费 十 
| aa | A B C D | 
1 
2 


3 

4 

5 

6 23 25 T 17 9 M 
7 解 

8 点 运 | 

9 


图 3-25 用 电子 数据 表格 求 出 的 土方 问题 中 地 点 C 的 土方 需求 量 增加 10 立方 码 的 解 


图 3-24 中 标记 增加 量 与 减少 量 的 列 给 出 使 影子 价格 保持 有 效 的 各 个 约束 条 
件 的 增加 和 减少 量 ， 如 果 我 们 提高 地 点 C 的 需求 量 ， 从 225 到 不 超过 325， 则 总 
运费 会 提高 每 立方 码 9 美元 ， 如 果 C 的 需求 超过 了 325， 则 解 的 性 质 会 改变 ， 在 
这 个 例子 中 ， 我 们 很 容易 看 出 为 什么 C 每 天 需求 的 土方 超过 了 325 立方 码 时 ， 解 
的 性 质 会 改变 ， 现 在 我 们 将 地 点 3 的 所 有 土方 都 运 到 地 点 C， 但 如 果 C 的 需求 超 
过 了 325， 我 们 还 要 用 更 高 的 价格 从 其 他 地 点 运 来 土方 . 

图 3-26 显示 了 电子 表格 给 出 的 关于 目标 函数 的 系数 的 灵敏 性 的 报告 ， 其 中 
的 增加 量 和 减少 量 表示 使 最 优 和解 保持 不 变 的 每 一 个 每 公里 运费 数据 所 人 允许 的 增加 
量 和 减少 量 ， 例如， 现在 从 地 点 1 到 地 点 B 的 每 公里 运费 为 4 美元， 当 减 少量 不 
超过 4 美元 ， 增 加 量 不 超过 6 美元 时 最 优 的 运输 方案 不 变 ， 总 的 运费 会 改变 ， 这 
是 因为 我 们 每 天 从 地 点 1 到 地 点 BB 运 125 立方 码 的 土方 .考虑 单纯 形 法 的 几何 性 
质 ， 当 我 们 改变 目标 函数 的 系数 时 ， 可 行 域 根本 没有 改变 ， 只 有 当 目 标 函 数 变化 
较 大 ， 使 得 当前 的 最 优 解 顶点 不 再 保持 最 优 时 ， 最 优 解 才 会 改变 ， 这 时 最 优 解 转 
到 另 一 个 顶点 .我 们 可 以 通过 改变 单元 格 C3 的 值 后 再 求 最 优 解 来 验证 这 一 点 . 
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如 果 我 们 在 C3 中 输入 0 到 10 之 间 的 某 一 个 值 ， 会 得 到 与 图 3-23 中 完全 相同 的 
运输 方案 .如 果 我 们 在 C3 中 输入 11， 运 输 方案 会 改变 ， 这 时 地 点 B 每 天 会 从 地 
点 2 接收 125 立方 码 的 土方 ， 而 不 从 地 点 1 接收 土方 . 


变量 单元 “| met 最 终 解 | Ba 增加 量 减少 量 
xlA in 0 | 0 | 10 iT 2 
x2A 0 175 8 T 2 F 8 E 
x3A 0 o | u 无 限制 7 
x4A -一 0 23 | 无 限制 15 
| m fos foe [| 
x2B 0 0 10 无 限制 6 
L x3B | 0 T 0 T 12 E 无 限制 L 9 
x4B 0 0 25 无 限制 21 
x1C 0 0 L 12 无 限制 3 
me 0 0 14 -| 无 限制 C 5 ~ 
x3C | 0 上 225 T 8 3 9 7 
| x4C 0 0 17 T 无 限制 E 8 
xlD 0 0 20 无 限制 11 
x2D 0 十 0 -| 10 无 限制 1 -| 
| x3D 0 | 100 | 8 -| 1 d 3 
x4D 0 350 9 1 1 


图 3-26 土方 问题 电子 数据 表格 的 灵敏 性 分 析 报 告 : 关于 运费 的 改变 的 灵敏 性 


最 后 我 们 来 讨论 模型 的 稳健 性 . 图 3-23 中 的 最 优 解 显示 我 们 不 应 将 所 有 控 

出 的 土方 都 运 到 其 他 的 建筑 工地 ， 这 就 给 公司 留 下 了 一 个 问题 ， 就 是 在 哪里 放 和 时 
这 些 多 余 的 土方 ， 公 司 需 要 在 某 处 存放 这 些 多 余 的 土方 ， 这 就 会 有 额外 的 花费 . 
我 们 没有 关于 这 些 花 费 的 信息 ， 但 我 们 可 以 讨论 几 种 可 能 性 . 假设 将 所 有 挖 出 的 
土方 都 运 到 其 他 建筑 工地 用 于 填充 ， 我 们 知道 这 不 是 最 优 解 ， 但 这 样 会 多 花费 多 
少 呢 ? 我 们 可 以 在 模型 中 做 少量 的 改动 来 求解 。 在 第 一 步 中 ,我 们 设 s <150, 
sa 委 400，s% 委 325， 现 在 改 为 % = 150, s,=400, s,=325. (31) RPM AH K 
等 式 约束 现在 用 

Lia + Zig t Zic + Xip = 150 

Zza + Lop F X20 + Lop = 400 (32) 

X34 十 X38 十 Trac + Zap = 325 


来 代替 .模型 中 的 其 他 部 分 都 不 变 。 在 我 们 的 电子 表格 中 改变 了 这 三 个 约束 后 求 
出 的 最 优 解 的 结果 显示 在 图 3-27 中 .地 点 B 和 C 接收 的 数量 与 以 前 相同 ， 但 现 
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在 地 点 A 每 天 从 地 点 1 接收 了 25 立方 码 的 填充 土方 ， 地 点 D 从 地 点 2 接收 了 
250 立方 码 的 填充 土方 ， 根据 这 一 运输 方案 ， 我 们 只 要 从 地 点 4 购买 100 立方 码 . 
新 的 方案 解决 了 250 立方 码 的 多 余 土 方 问题 ， 每 天 只 多 花费 300 美元 的 费用 ， 大 
约 为 每 立方 码 1 美元 多 一 点 .我 们 不 知道 这 两 个 方案 哪个 最 好 .如 果 公 司 需 要 将 
挖 出 的 土方 从 工地 上 运 走 ， 那 么 他 们 会 赞成 第 二 个 方案 如果 可 以 在 挖掘 工地 或 
其 附近 使 用 这 些 土方 ， 则 他 们 会 赞成 原来 的 方案 .我 们 应 该 将 两 个 方案 都 提供 给 
公司 的 管理 层 ， 让 他 们 来 选择 . 


图 3-27 土方 问题 中 将 所 有 挖 出 的 土方 都 运 走 的 电子 数据 表格 解 


3.4 离散 最 优化 


到 现在 为 止 ， 我 们 在 本 书 中 讨论 的 模型 都 是 连续 变量 . 在 许多 实际 问题 中 ， 
我 们 必须 要 处 理 离散 变量 ， 比 如 整数 .离散 数学 曾 被 认为 是 比较 神秘 的 领域 ， 没 
有 或 几乎 没有 什么 实际 的 应 用 ， 随 着 数字 计算 机 的 发 明 ， 离 散 数学 变 得 极其 重 
要 ， 离 散 最 优化 对 时 间 安 排 、 物 资 存储 、 投 资 、 运 输 、 制 造 业 、 生 态 学 和 计算 机 
科学 等 方面 的 问题 都 非常 有 用 .在 本 书后 面 的 内 容 中 离散 模型 是 非常 重要 的 一 部 
分 ， 连 续 与 离散 变量 之 间 的 联系 也 是 数学 建 模 的 一 个 主要 内 容 . 

在 一 些 情况 下 ， 一 个 离散 最 优化 问题 可 以 简单 地 用 列 出 所 有 可 能 情况 的 方 
法 求解 。 对 另 一 些 问题 ,我们 可 以 采用 连续 模型 ， 然 后 用 舍 入 的 方法 求 出 最 接 
近 的 整数 解 。 当 连 续 的 决策 变量 变 为 离散 变量 时 非 线性 规 化 问题 通常 会 难 解 得 
多 .没有 连续 性 后 可 行 域 会 变 得 很 复杂 ， 通 常用 一 个 图 或 树 结构 来 描述 ， 对 一 
些 类 型 的 问题 已 经 开发 出 了 有 效 的 求解 算法 ， 对 这 些 算 法 的 改进 是 一 个 非常 活 
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唉 的 研究 领域 ,但 与 连续 的 情形 一 样 ， 迄 今 还 没有 求解 离散 最 优化 问题 的 普遍 
的 有 效 方法 . 
在 这 一 节 中 ， 我 们 集中 讨论 一 种 类 型 的 离散 最 优化 问题 ， 整 数 规划 .整数 规 
划 是 前 一 节 讨 论 的 线性 规划 模型 的 离散 情形 . 它 除了 是 应 用 最 广泛 的 离散 最 优化 
算法 之 外 ， 与 线性 规划 的 相似 性 使 我 们 易于 比较 离散 和 连续 模型 . 另 一 个 好 处 是 
大 多 数 线性 规划 程序 软件 也 可 以 解 整数 规划 问题 ， 从 而 我 们 可 以 将 注意 力 集中 在 
模型 本 身上 ， 而 不 必 去 学 习 一 个 新 的 软件 包 . 
例 3.6 仍 考 虑 例 3. 4 中 讨论 的 家 庭 农场 问题 ， 这 个 家 庭 有 625 英亩 的 土地 
可 以 用 来 种 植 . 有 5 块 每 块 120 英亩 的 地 和 另 一 块 25 英亩 的 地 ， 这 家 人 想 在 每 
一 块 地 上 只 种 一 种 作物 : EK, DAMME. SHH. A 1000 英亩 -英尺 可 
用 的 灌溉 用 水 ， 每 周 农场 工人 可 提供 300 小 时 的 劳力 ， 其 他 的 数据 在 表 3-2 中 给 
出 ， 求 应 该 在 每 块 地 中 种 植 哪 种 作物 ， 从 而 使 总 收益 达 最 大 . 
我 们 采用 五 步 方 法 .第 一 步 的 结果 显示 在 图 3-28 中 . 第 二 步 为 选择 建 模 方 
法 . 我 们 用 整数 规划 模型 来 处 理 这 一 问题 . 
| em. | 
Zl 一 种 植 玉米 的 120 英亩 地 块 数目 
xz 一 种 植 小 麦 的 120 英亩 地 块 数目 
Xs 二 种 植 燕麦 的 120 MMR 
2Z4 一 种 植 玉米 的 25 英亩 地 块 数目 
zs 二 种 植 小 麦 的 25 英亩 地 块 数目 
xs = AIRS A 25 英亩 地 块 数目 
忆 = 需 要 的 灌溉 用 水 (英亩 一 英尺 ) 
[一 需要 的 劳力 (人 -小 时 / 周 ) 
1 一 种 植 作物 的 总 英亩 数 
2 一 总 收益 (美元 ) 
假设 : 
w= 12003. 0a) +1. Oxz +1. 523) +25(3. 0x4 +1. 0x5 +1. 5x6) 
[一 120(0. 82, +0. 2x2 +0. 3x3) +25(0. 824 +0. 225 +0. 3x6) 
t=120€ x) Hag try) +25( 24 Hrs +25) 
y=120(400x, + 200.22 + 25023) +25( 400.24 + 20025 + 25026) 
wl 000 
1300 
1625 
xy tre +235 
xa trs tre S1 
ZI，…，xz6 为 非 负 整 数 
目标 : Ry 的 最 大 值 


图 3-28 修改 了 的 农场 问题 的 第 一 步 的 结果 


整数 规划 (IP) 问 题 为 在 线性 规划 (LP) 问 题 中 进一步 对 决策 变量 要 求 取 整数 
值 的 情形 . 目标 函数 和 约束 都 要 求 是 线性 的 .求解 IP 问题 的 最 常用 的 方法 是 分 
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支 定 界 法 . 这 一 方法 是 通过 分 支 反 复 求 解 用 来 限定 IP 的 解 的 范围 的 一 系列 LP 问 
BG. 如 果 我 们 在 给 定 的 IP 问题 中 去 掉 对 决策 变量 的 整数 约束 ， 就 得 到 一 个 LP 问 
题 ， 我 们 称 之 为 LP 松弛 问题 ， 由 于 LP 松弛 问题 的 可 行 域 大 于 相应 的 IP 问题 的 
可 行 域 ，LP 松弛 问题 的 决策 变量 为 整数 的 最 优 解 也 就 是 IP 问题 的 最 优 解 .如果 
有 些 决 策 变 量 不 是 整数 ， 我 们 将 其 分 支 为 两 个 另外 的 LP 松弛 问题 ， 比如， 如 果 
LP 松弛 问题 的 最 优 解 得 到 zi 一 11/3， 我 们 就 和 原 问 题 一 起 考虑 增加 新 约束 a < 
3 的 一 个 LP 问题 ， 及 另 一 个 增加 新 约束 zi 之 4 的 LP 问题 .任何 一 个 整数 解 一 定 
满足 这 两 个 新 约束 之 一 ， 每 次 求 出 小 数 最 优 解 时 就 继续 分 支 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 
LP 松弛 问题 的 二 叉 树 ， 如 果 其 中 的 某 个 新 LP 问题 有 所 有 决策 变量 都 是 整数 的 
最 优 解 ， 则 这 个 解 可 以 作为 原 IP 的 最 优 解 的 一 个 可 能 选择 ， 由 于 这 个 新 LP 问题 
的 可 行 域 比 原 问题 的 小 ， 这 个 整数 解 也 可 以 给 出 原 IP 问题 的 最 优 解 的 一 个 可 用 
的 下 界 . 系统 地 分 支 讲述 全 部 分 又 ， 并 利用 解 的 上 下 界 ， 我 们 最 终 可 以 解 出 原 
IP 问题 ， 由 于 分 支 定 界 法 需要 单纯 形 法 的 多 次 和 迭代， 对 相同 规模 的 问题 ， 求 解 
整数 规划 问题 的 时 间 通 常 比 求解 线性 规划 问题 的 时 间 要 长 得 多 ， 

第 三 步 为 将 问题 用 公式 表示 .在 我 们 的 问题 中 ， 决 策 变量 为 种 植 玉 米 、 小 麦 
ANA EY) 120 英亩 地 块 的 数目 及 25 英亩 地 块 的 数目 . 注意 变量 zx, ，x;，zs 为 二 
值 决策 变量 ,， 取 值 只 能 是 0 或 1， 我 们 的 整数 规划 问题 的 标准 形式 为 ， 在 集合 

3752, + 125x: 十 187. 523 +752, 十 25zs + 37. 525 < 1000 


100z; + 2522. 十 37. 5x, +2027, + 5zxs 十 7.52, 300 


< 
(33) 
xı 十 xX + T3 < 5 
TI 十 Xs 十 Xe <= 1 
上 对 总 收益 y=48 000x, +24 000x: +30 000z; +10 0002, +5 000x; +6 250x; 求 
BAMA. Her, +, re HIER BR. 

第 四 步 为 求解 问题 . 图 3-29 为 用 常用 的 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 这 个 
整数 规划 问题 的 解 . 命令 GING 指定 了 前 6 个 决策 变量 是 非 负 整数 ， 这 个 问题 中 
其 他 所 有 的 用 法 对 IP 与 LP 都 是 一 致 的 ， 最 优 解 为 y=156 250， 出 现在 zx, 一 5， 
ze 一 1， 其 他 决策 变量 都 是 0， 在 达 最 优 解 时 ， 前 两 个 约束 不 是 关键 的 ， 后 两 个 
约束 是 关键 的 . 

第 五 步 为 回答 问题 ， 如果 这 个 家 庭 不 想 分 开 独 立 的 地 块 (计划 B)， 那 么 最 好 的 
方案 是 在 每 块 地 上 都 种 燕麦 ， 这 样 可 以 在 这 一 季 得 到 156 250 美元 的 预期 收入 ， 这 
比如 果 人 允许 在 每 块 地 上 种 多 于 一 种 的 作物 (计划 A， 最 优 解 在 例 3.4 中 求 出 . ) 可 得 
到 的 162 500 美元 的 收益 要 少 约 4%， 计划 A 用 掉 了 所 有 的 可 用 土地 ， 可 用 的 灌溉 
水 ， 在 每 周 300 人 -小 时 的 可 用 劳力 中 有 62. 5 的 剩余 .计划 B 用 掉 了 所 有 的 可 用 土 
地 ， 但 在 1 000 英亩 -英尺 的 可 用 灌溉 水 中 只 用 了 其 中 的 975， 在 每 周 300 人 -小 时 
的 可 用 劳力 中 只 用 了 其 中 的 195， 我们 留 给 这 个 家 庭 去 决定 哪个 计划 是 最 好 的 ， 
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MAX 48000 X1 + 24000 X2 + 30000 X3 + 10000 X4 + 5000 X5 + 6250 x6 
SUBJECT TO 
2), 375 X1 + 125 X2 + 187.5 X3 + 75 X4 + 25 X5 + 37.5 X6 <= 1000 
3) 100 X1 + 25 X2 + 37.5 X3 + 20 X4 + 5 X5 + 7.5 X6 <= 300 


4) Xl + X2 + X3 <= 5 
5) x4 + X5 + X6 <= 1 
END 
GIN 6 


OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 156250.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
x1 0.000000 -48000.000000 
x2 0.000000 -24000.000000 
x3 5.000000 ~30000.000000 
x4 0.000000 -10000.000000 
x5 0.000000 -5000.000000 
x6 1.000000 -6250.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 25.000000 0.000000 
3) 105.000000 0.000000 
4) 0.000000 0.000000 
5) 0.000000 0.000000 
NO. ITERATIONS= 101 


图 3-29 用 线性 规划 软件 包 LINDO 求 出 的 修改 了 的 农场 问题 的 最 优 解 


整数 规划 的 灵敏 性 分 析 是 非常 耗 时 的 ， 这 是 因为 求解 IP 要 比 求解 LP 的 时 间 
长 很 多 .这 时 也 没有 给 我 们 以 指导 的 影子 价格 ， 这 是 因为 达 最 优 解 时 的 目标 函数 
随 着 约束 条 件 的 改变 不 是 光滑 的 .整数 解 也 不 一 定 恰好 出 现在 约束 的 边界 上 ， 因 
此 最 优 解 也 可 能 对 非 关键 约束 的 小 变化 敏感 .我 们 首先 讨论 可 用 的 灌溉 水 量 ， 假 
设 有 额外 的 100 英亩 -英尺 的 水 可 用 . 从 而 (33) 式 中 的 IP 问题 中 第 一 个 约束 的 
1000 由 1100 所 取代 . 图 3-30 为 用 LINDO 求 出 的 这 个 IP 间 题 的 解 ， 现 在 我 们 
要 在 一 块 120 英亩 的 地 块 上 种 玉米 ， 在 一 块 120 英亩 的 地 块 上 种 小 麦 ， 在 其 他 地 
块 上 种 燕麦 ， 最 优 解 对 总 的 可 用 水 量 相当 敏感 ， 虽 然 这 一 约束 在 原始 的 IP 问题 
的 解 中 并 不 是 关键 约束 ， 新 的 方案 可 以 多 获得 12 000 美元 的 预期 收入 . 

图 3-29 中 的 最 优 解 显 示 了 有 25 英亩 -英尺 的 没有 用 掉 的 灌溉 用 水 ， 如 果 我 
们 减少 可 用 水 量 ， 只 要 总 水 量 不 低 于 975 英亩 -英尺 ， 最 优 解 就 不 会 改变 ， 这 是 
因为 这 个 解 仍 是 可 行 的 .而 现在 可 行 域 缩小 了 ， 因 此 它 一 定 还 是 最 优 解 . 
图 3-31 显示 了 只 有 950 英亩 -英尺 的 可 用 水 时 的 情况 ， 这 时 IP 问题 的 最 优 解 为 
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MAX 48000 X1 + 24000 X2 + 30000X3 + 10000X4 + 5000 X5 + 6250 X6 
SUBJECT TO 
2) 375 X1 + 125 X2 + 187.5 X3 + 75 X4 + 25 X5 + 37.5 X6 «<= 
1100 
100 X1 + 25 X2 + 37.5 X3 + 20 X4 + 5 X5 + 7.5 X6 <= 300 
Xl + X2 + X3 <= 5 
X4 + X5 + X6 <= 1 


6 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 168250.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 


X1 1.000000 -48000.000000 
X2 1.000000 -24000.000000 
x3 3.000000 -30000.000000 
X4 0.000000 -10000.000000 
x5 0.000000 -5000.000000 
X6 1.000000 -6250.000090 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.900000 0.600000 
3) 55.000000 0.000000 
4) 0.000000 0.000000 
5) 0.000000 0.000000 


NO. ITERATIONS= 57 


图 3-30 修改 了 的 农场 问题 中 有 100 英亩 -英尺 的 额外 用 水 时 的 最 优 解 


MAX 48000 X1 + 24000 X2 + 30000X3 + 10000X4 + 5000 X5 + 6250 x6 
SUBJECT TO 
2) 375 X1 + 125 X2 + 187.5 X3 + 75 X4 + 25 X5 + 37.5 X6 <= 959 
3) 100 Xl + 25 X2 + 37.5 X3 + 20 X4 + 5 X5 + 7.5 X6 <= 300 
4) Xl + X2 + X3 <= 5 
5) X4 + X5 + X6 <= 1 


GIN 6 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 154000.000 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 


X1 1.000000 -48000.000000 


X2 4.000000 -24000.000000 
X3 0.000000 -30000.000000 
X4 1.000000 -10000.000000 
X5 0.000000 . -5000.000000 
X6 0.000000 -6250.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.000000 0.000000 
3) 80.000000 0.000000 
4) 0.000000 0.000000 
5) 0.000000 0.000000 

NO. ITERATIONS= 4 


图 3-31 修改 了 的 农场 问题 中 可 用 水 量 有 50 英亩 -英尺 的 减少 时 的 最 优 解 
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在 一 块 120 英亩 的 地 块 上 种 玉米 ， 在 四 块 120 英亩 的 地 块 上 种 小 麦 ， 在 较 小 的 25 
英亩 的 地 块 上 种 玉米 ， 而 不 种 燕麦 .我们 用 掉 了 所 有 的 水 和 土地 ， 但 有 每 周 80 
人 -小 时 的 劳力 剩余 .预期 的 总 收益 为 154 000 美元 ， 这 仅 比 原来 的 解 少 了 
2 250 美元 . 这 显示 了 IP 问题 的 解 的 不 可 预期 的 特点 .可 用 水 量 的 5%% 的 减少 使 
得 我 们 的 种 植 方案 从 到 处 都 种 燕麦 变 成 了 没有 地 块 种 燕麦 . 
主要 的 稳健 性 问题 是 离散 和 连续 最 优化 之 间 的 关系 .我 们 已 经 看 到 了 在 大 地 

块 上 种 植 单一 作物 对 最 优 种 植 方案 的 显著 影响 ， 现 在 我 们 回 到 开始 的 农场 问题 ， 
考察 改变 最 小 的 地 块 的 尺寸 对 解 的 影响 ， 表 3-4 给 出 了 用 LINDO 求 出 的 在 几 个 
不 同 的 最 小 地 块 的 尺寸 下 的 解 ， 例 如 ， 当 最 小 地 块 的 尺寸 为 2 英亩 时 ， 我 们 的 癌 
题 为 在 集合 

6. 0zi + 2.072 + 3.027; < 1 000 

1. 62, +0. 4a, + 0. 6z; < 300 (34) 

x) + z + x, < 312 


表 3-4 农场 问题 中 在 不 同 的 最 小 地 块 尺寸 下 的 最 优 种 植 计划 的 比较 


最 小 地 块 的 尺寸 (英亩 ) | 玉米 (英亩 ) | ÞÆR) | Hee GERD 收益 (美元 ) 

0 | 187.5 437. 5 0 162 500 

1 42 1 582 162 500 

2 188 436 0 162 400 

5 45 10 570 162 500 
10 190 430 0 162 000 
20 60 40 520 162 000 
50 200 400 0 160 000 
100 200 400 0 160 000 
125 125 250 250 162 500 
150 150 300 150 157 000 
200 200 400 0 160 000 
250 250 250 0 150 000 
300 0 0 600 150 000 
500 0 0 500 125 000 


上 对 总 收益 y= 8002, 十 400xz +5002, 求 最 大 值 ， 其 中 r, r, r 为 非 负 整数 ， 
表示 种 植 玉 米 、 小 麦 和 敬 麦 的 2 英亩 的 地 块 的 数目 .图 3-32 为 用 LINDO 求 出 的 
最 小 地 块 尺寸 为 2 英亩 时 的 最 优 解 。 最 优 解 为 种 94 块 玉米 ( 即 总 数 为 2X94 一 188 
英亩 )， 种 218 块 小 麦 (436 英亩 )， 不 种 燕麦 、 在 这 个 模型 中 ， 我 们 在 剩余 的 土 
地 中 不 种 作物 ， 因 此 对 最 小 地 块 的 尺寸 为 2 英亩 的 情况 ,会 有 1 英亩 的 土地 没有 
种 作物 ， 表 3-4 中 的 最 优 解 随 着 最 小 地 块 尺寸 的 增加 变化 得 非常 显著 ， 回 忆 一 下 
前 面 的 连续 优化 模型 (LP)， 有 两 个 顶点 达 最 优 解 ， 分别 为 ， (x1，xs，zxi) = 
(187.5，437.5，0)， 及 (zi，zr，z) 一 (41.66，0，583. 33) ， 达 到 的 最 优 收 益 
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为 y=162 500. 对 最 小 地 块 尺寸 小 的 情况 ， 最 优 的 种 植 方案 在 对 这 两 个 解 的 离散 
近似 之 闻 跳 跃 . 对 最 小 地 块 尺寸 为 2、10、50 英亩 的 情况 ， 解 与 原来 的 玉米 -小 
麦 种 植 方 案 相 似 ， 对 最 小 地 块 尺寸 为 1、5、20 英亩 的 情况 ， 解 与 男 一 个 玉米 - 燕 
麦 种 植 方 案 相 似 ， 当 最 小 地 块 尺寸 变 大 时 ， 最 优 种 植 方 案 和 预期 收益 都 有 相当 大 
的 变化 . 大 的 最 小 地 块 尺 寸 既 可 能 得 到 多 的 收益 ， 也 可 能 得 到 少 的 收益 ， 例 如 ， 
当地 块 尺寸 为 125 英亩 时 得 到 的 方案 与 原来 的 预期 总 收益 162 500 美元 相同 ， 注 意 
这 时 625 英亩 的 可 用 土地 可 以 平均 地 分 为 5 个 125 英亩 的 地 块 ， 最 优 解 (zi ，zx;， 
2) 一 (125，250，250) 落 在 (29) 式 给 出 的 使 原 LP 问题 达 最 优 解 的 线段 上 ， 但 是 大 
多 数 大 斥 寸 地 块 情况 给 出 了 比较 小 的 预期 收益 ， 而 且 种 植 方案 变化 很 大 . 


MAX 800 X1 + 400 X2 + 500 x3 

SUBJECT TO 
2) 6 X1 + 2 X2 + 3 X3 «<= 1000 
3) 1.6 X1 + 0.4 X2 + 0.6 X3 <= 300 
4) Xl + X2 + X3 <= 312 


END 
GIN 3 
OBJECTIVE FUNCTION VALUE 
1) 162400.0 
VARIABLE VALUE REDUCED COST 
x1 94.000000 -800.000000 
x2 218.000000 -400.000000 
x3 0.000000 -500.000000 
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 
2) 0.000000 0.000000 
3) 62.399998 0.000000 
4) “ 0.000000 0.000000 
NO. ITERATIONS= 2 


图 3-32 农场 问题 中 最 小 地 块 的 尺寸 为 2 英亩 时 的 最 优 解 


现在 考虑 LP 问题 的 几何 特点 和 其 不 同 的 IP 近似 ， 当 我 们 选择 了 一 个 最 小 地 
块 尺寸 后 ， 就 将 可 行 域 限制 成 为 了 整数 点 的 网 格 结构 ， 如 果 地 块 的 尺寸 小 ， 那 么 
这 样 的 整数 格 点 有 很 多 ， 他 们 可 以 覆盖 可 行 域 的 绝 大 部 分 ， 在 某 种 意义 上 讲 ， 在 
可 行 域 的 每 个 点 附近 都 有 一 个 格 点 .由 于 目标 函数 是 连续 的 ， 我 们 可 以 找到 IP 
的 一 个 格 点 解 ， 它 接近 LP 的 最 优 解 .但 当 格 点 分 布 的 距离 大 时 ， 由 于 在 LP 的 最 
优 解 附近 可 能 没有 格 点 ， 离 散 化 常常 会 显著 地 改变 最 优 解 . -一 般 而 言 ， 只 要 格 点 之 
闻 的 跳跃 (在 我 们 的 例子 中 为 最 小 地 块 尺寸 ) 相 对 于 决策 变量 是 小 比例 的 改变 ， 离 散 
造成 的 差别 就 较 小 ， 否 则 ，IP 的 解 会 与 相应 的 LP 松弛 的 解 有 很 大 的 不 同 . 
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W3.7 仍 考虑 例 3. 5 中 的 土方 问题 . 在 使 用 10 VA BREE Bo 
车 运输 的 情况 下 ， 公 司 已 经 确定 了 最 优 的 运输 方案 .公司 又 有 三 辆 更 大 的 卡车 可 
用 于 运输 ， 载 重量 为 20 立方 码 .， 使 用 这 些 车 辆 可 能 会 在 运输 中 节省 一 些 资金 . 
载重 10 立方 码 的 卡车 平均 用 20 分 钟 装 车 ，5 分 钟 秃 车 ， 每 小 时 平均 开 20 英里 ， 
费用 为 每 英里 单位 重量 20 美元 ; 载重 20 立方 码 的 卡车 平均 用 30 分 钟 装 车 ，5 分 
钟 卸 车 ， 每 小 时 平均 开 20 英里 ， 费 用 为 每 英里 单位 重量 30 美元 ， 为 最 大 限度 地 
节约 运输 费用 ， 应 如 何 安 排 车 辆 的 使 用 ? 

我 们 采用 五 步 方 法 ， 第 一 步 为 提出 问题 ， 现 在 的 问题 是 哪 条 路 上 使 用 哪 种 车 
辆 ， 表 3-5 中 为 我 们 在 例 3. 5 中 求 出 的 最 优 路 线 ， 一 共有 5 条 不 同 长 度 的 路 线 ， 
运输 土方 的 总 量 也 是 不 同 的 .我 们 假设 在 每 条 路 上 使 用 10 立方 码 的 卡车 或 20 立 
方 码 的 卡车 ,但 二 者 不 在 一 条 路 上 同时 使 用 .由 于 较 大 的 卡车 的 运 量 是 较 小 的 两 
倍 ， 而 费用 却 不 到 两 倍 ， 我 们 希望 将 这 些 卡 车 安排 到 可 以 节约 资金 最 多 的 路 线 
上 .我 们 需要 对 每 条 路 线 和 每 种 类 型 的 卡车 计算 出 需要 卡车 的 数量 和 运输 的 总 费 
用 ， 然 后 计算 在 每 条 路 上 使 用 大 卡车 可 能 节约 的 资金 数额 . 在 最 优 的 运输 方案 
中 ， 需 要 从 地 点 1 向 地 点 Big 125 立方 码 的 土方 ， 距 离 为 2 英里 ， 这 样 小 卡车 需 
要 20 分 钟 装 车 ，5 分 钟 卸 车 ， 按 每 小 时 20 英里 要 开 6 分 钟 ， 因 此 每 运 一 次 要 31 
分 钟 ， 假设 每 个 工作 日 是 8 小 时 ， 这 样 每 天 每 辆 卡车 的 工作 时 间 不 超过 480 分 
钟 ， 为 运 走 125 立方 码 的 土方 ， 需 要 运 13 次 ， 共 需 13X 31 二 403 分 钟 ， 因 此 对 
路 线 1 一 辆 小 卡车 就 够 用 了 .一 辆 小 卡车 在 路 线 1 上 运输 的 费用 为 


2 英里 20 美元 _ — 
13 次 Xx 次 x Pa 520 美元 . 


表 3-5 例 3.7 中 卡车 问题 的 运输 路 线 数据 


路 线 从 到 英里 数 运 量 (立方 码 ) 
1 1 B 2 125 
2 2 A 4 175 

3 3 C 4 225 

4 3 D 4 

5 4 D 4 


100 
350 


大 卡车 需要 30 分 钟 装 车 ，5 分 钟 印 车 ， 在 路 线 1 LARGAS, BERA 
次 要 41 分 钟 ， 为 运 走 125 立方 码 的 土方 ， 需 要 运 7 mw, HBX 41=287 分 钟 . 
从 而 对 路 线 1 一 辆 大 卡车 就 够 用 了 .一 辆 大 卡车 在 路 线 1 上 运输 的 费用 为 


2 英里 、30 美元 _ — 
7 次 X 次 x FE HH 420 美元 . 


在 路 线 1 上 可 以 节约 的 费用 为 100 美元 ， 类 似 地 算出 在 其 他 的 路 线 上 节约 的 费用 
和 需要 的 卡车 数 ， 第 一 步 的 结果 表示 在 图 3-33 中 . 
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变量 : 
2 二 1 如 果 在 路 线 i 上 使 用 大 卡车 
zi 一 0 ”如 果 在 路 线 i 上 使 用 小 卡车 
T= 用 的 大 卡车 总 数 
3 一 节约 的 总 费用 (美元 ) 
假设 : 
了 一 1zl 十 lzz 十 2zrs 十 1z4 十 2xz5 
y= 10021 + 360r2 十 4007z3 十 200z4 + 640.25 
T<3 | 
目标 : 求 y 的 最 大 值 


图 3-33 卡车 问题 的 第 一 步 的 结果 


第 二 步 为 选择 建 模 方法 .我 们 采用 二 值 整数 规划 模型 (BIP) 来 处 理 这 一 问题 . 
BIP 问题 是 决策 变量 为 二 值 数码 的 IP 问题 ， 只 可 以 取 整 数值 0 或 1， 通 常用 BIP 
问题 来 表现 是 /否决 策 . 其 典型 应 用 包括 分 配 问题 、 时 间 安 排 、 设 备 位 置 及 投资 
问题 ，BIP 问题 有 比 通常 的 IP 问题 算法 快 得 多 的 特殊 的 算法 ， 对 本 书 中 的 小 型 
BIP 问题 ， 任 何 IP 或 BIP 求解 工具 都 是 可 以 的 . 

第 三 步 是 将 问题 用 标准 形式 表示 .图 3-34 给 出 了 这 个 问题 的 电子 数据 表格 
表示 .DD 列 包 含 二 进 制 决策 变量 zx;: 如 果 用 小 卡车 则 取 0， 用 大 卡车 则 取 1. E 
列 为 使 用 的 大 卡车 的 数量 ，F 列 计算 出 节约 的 费用 .， 比如: E3==B3 x D3, F3= 
C3* D3, E85 E3+ + +E7. 我 们 用 电子 表格 的 最 优化 工具 对 总 节约 费用 F= 
F3 十 … 十 F? 求 最 大 值 ， 要 求 满足 约束 E8<B8, D3 到 D7 为 二 值 整数 . 


T T 
A A B C D E F 
} i + ae | —-4 | x t 
| | 1 | 实际 | 
2 路 线 卡车 | 节约 决策 卡车 节约 
3 1 | 1 i00 | o 0 o | 
上 
4 | 2 | 1 | 30 | ov 0 | 0 
| 5 | 3 2 | 400 | 0 Q 9 | 
6 4 1 200 0 0 0 
7 T 5 | 2 ] 640 | 0 | 0 _| 0 ] 
十 -f 
8 可 用 数 3 | |a | 0 | ° | 


图 3-34 卡车 问题 的 电子 数据 表格 表示 


第 四 步 为 求解 问题 ， 图 3-35 为 电子 表格 的 优化 工具 求 出 的 每 条 路 线 上 所 用 
卡车 的 最 优 安排 方案 ， 最 优 值 y 一 1 000 由 取 x 二 1，xs 一 1 及 i 二 1，3， 4 的 z= 
0 时 得 到 . 第 五 步 为 回答 问题 ， 我 们 想 知道 如 何 利用 20 立方 码 的 大 卡车 来 节约 
运输 费用 .在 路 线 2 上 用 一 辆 大 卡车 ， 在 路 线 5 上 用 另 两 辆 大 卡车 每 天 就 可 以 节 
省 约 1 000 美元 . 
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A A B C D E F 

1 可 能 

2 路 线 卡车 节约 决策 

上 3 1 1 100 0 

4 2 1 360 1 

5 3 2 400 0 
] | 

6 4 1 200 0 
十 

7 5 2 640 1 

8 可 用 数 | 3 总 数 


图 3-35 卡车 问题 的 电子 数据 表格 解 


灵敏 性 分 析 要 讨论 的 第 一 个 问题 是 可 能 节约 的 资金 与 可 用 的 大 卡车 的 数量 的 
关系 .公司 可 能 有 其 他 可 以 重新 安排 的 大 卡车 ， 或 可 以 租 来 另外 的 大 卡车 ， 也 可 
能 对 自己 拥有 的 卡车 有 其 他 在 考虑 中 的 计划 ， 因 此 我 们 要 讨论 可 用 的 大 卡车 数量 
增加 或 减少 的 影响 ， 表 3-6 是 灵敏 性 分 析 运 行 后 的 结果 .对 每 一 种 情况 ， 我 们 改 
变 单元 格 BS 中 的 约束 重新 求 最 优 解 .我 们 记录 了 最 优 的 决策 (在 哪 条 路 上 用 大 卡 
车 ) 和 预计 节约 的 运费 ， 节 省 的 边际 费用 也 列 在 表 中 . 例如 : 公司 用 四 辆 大 卡车 
可 以 节省 1 200 美元 ， 或 用 五 辆 大 卡车 可 以 节省 1 400 美元 ， 因 此 四 辆 车 每 天 可 
多 节省 200 美元 ， 如 果 公司 能 以 每 天 低 于 200 美元 的 价格 获得 1 辆 、2 辆 或 3 辆 
额外 的 大 卡车 ， 公 司 就 可 以 节约 资金 ， 在 另 一 方面 ， 如 果 公 司 有 另 一 个 计划 ， 在 
其 中 大 卡车 可 以 节省 的 金额 每 天 超过 360 美元 ， 则 在 当前 的 运输 方案 中 用 较 少 的 
大 卡车 比较 好 .节约 的 边际 费用 类 似 于 影子 价格 ， 因 为 他 们 都 给 出 了 约束 每 改变 
一 个 单位 的 可 能 的 影响 . 


表 3-6 卡车 问题 中 可 用 的 大 卡车 数量 的 灵敏 性 


节省 的 费用 (美元 ) 节省 的 边际 费用 (美元 ) 

1 2 360 360 
2 5 640 280 
3 2，5 1 000 360 
4 2，4，5 1 200 200 
5 2, 3,5 1 400 200 
6 2,3, 4,5 1 600 200 
7 所 有 的 路 线 


下 面 我 们 来 讨论 每 条 路 上 可 能 节约 的 费用 发 生变 化 的 影响 ， 现 在 我 们 估计 在 
路 线 5 上 使 用 两 辆 大 卡车 可 以 每 天 为 公司 节约 640 美元 ， 从 另 一 个 角度 看 就 是 路 
线 5 上 的 每 辆 大 卡车 可 以 每 天 为 公司 节约 320 美元 ， 在 路 线 3 和 4 上 的 每 辆 大 卡 
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车 每 天 节约 200 美元 ， 在 路 线 1 上 的 每 辆 大 卡车 每 天 节约 100 美元 ， 在 路 线 5 上 
节约 的 费用 的 小 改变 不 会 影响 我 们 得 出 的 在 路 线 2、5 使 用 大 卡车 的 最 优 解 的 结 
论 ， 这 一 点 看 起 来 是 合理 的 ， 为 验证 这 个 结论 ， 我 们 改变 单元 格 C7 的 值 重新 求 
最 优 解 ， 任 何 一 个 大 于 400 的 值 都 会 得 到 同样 的 最 优 决 策 ， 小 于 400 的 值 会 使 我 
们 将 大 卡车 安排 到 路 线 2 和 3 上 . 

在 稳健 性 分 析 的 部 分 ， 我 们 要 说 明 二 值 的 约束 可 以 用 来 限制 可 能 的 决策 ， 假 
设 管理 层 决定 大 卡车 不 可 以 用 在 路 线 2 上 ， 因 为 大 卡车 会 在 线路 附近 造成 公众 关 
系 问 题 ， 我 们 可 以 将 问题 重新 表述 ， 从 而 把 这 一 可 能 排除 在 外 ， 但 在 现在 的 问题 
中 添加 约束 zz 二 0 要 容易 得 多 ， 现 在 的 最 优 解 为 在 路 线 4、5 上 使 用 大 卡车 ， 可 
以 节约 的 总 额 为 840 美元 ， 这 一 政治 上 的 让 步 耗费 了 公司 每 天 160 美元 ， 现 在 再 
来 假设 ， 出 于 类 似 的 政治 原因 ， 管 理 层 决 定 如 果 在 路 线 4 上 使 用 大 卡车 ， 那 么 在 
路 线 3 上 也 一 定 要 使 用 大 卡车 ， 这 个 政策 可 以 通过 在 我 们 的 问题 中 添加 约束 e > 
Tı 或 x; 一 z+, 之 0 来 表示 ， 如 果 我 们 只 添加 这 一 个 约束 ， 最 优 解 不 会 改变 ， 因 为 
原来 的 最 优 决策 已 经 满足 了 这 个 额外 的 约束 . (我 们 不 在 他 们 中 任 一 条 路 线 上 使 
用 大 卡车 . ) 如 果 要 求 这 两 个 约束 都 满足 ， 则 最 优 解 为 在 路 线 3 和 4 上 都 使 用 大 卡 
车 ， 可 以 节约 的 总 额 为 每 天 600 美元 . 


3.5 习题 


1， 仍 考虑 例 1. 1 中 的 售 猪 问题 ， 但 现在 假设 : 天 后 猪 的 价格 为 bp 一 0. 65e% 0106 
美元 / 磅 . 
(a) 说 明 在 :一 0 时 猪 的 价格 为 每 天 下 降 1 美 分 ， 当 上 增加 时 会 有 什么 变化 ? 
(b) 求 这 个 售 猪 问题 的 最 优 解 ， 采 用 五 步 方法 和 单 变量 最 优化 模型 . 
(OBR o. 01 代表 时 间 :一 0 时 价格 的 下 降 率 ， 对 这 一 参数 进行 灵敏 性 分 析 ， 
考虑 最 佳 售 猪 时 间 和 相应 的 净 收益 . 
(qd) 比较 (b) 的 结果 和 我 们 在 1. 1 节 中 得 出 的 结果 .讨论 我 们 现在 的 模型 的 稳 
健 性 . 
2、 仍 考虑 例 1. 1 中 的 售 猪 问题 ， 但 现在 假设 :天 后 猪 的 重量 为 由 一 800/(1 十 
3e “30 ) BE, 
(a) 说 明 在 :一 0 时 猪 增 重 约 为 每 天 5 磅 ， 当 上 增加 时 会 有 什么 变化 ? 
(b) 求 这 个 售 猪 间 题 的 最 优 解 ， 采 用 五 步 方法 和 单 变量 最 优化 模型 . 
《c) 参 数 800 代表 猪 长 成 时 的 最 终 重量 ， 对 这 一 参数 进行 灵敏 性 分 析 ， 考 虑 最 
佳 售 猪 时 间 和 相应 的 净 收 益 . 
(qd) 比较 Cb) 的 结果 和 我 们 在 1. 1 节 与 3.1 节 中 得 出 的 结果 . 讨论 这 个 模型 的 
稳健 性 .我 们 可 以 得 出 什么 一 般 性 的 结论 ? 
3， 一 个 用 来 测定 两 种 可 选择 的 治疗 方法 的 效果 差异 的 统计 算法 要 求 在 集合 
S= {Cpi pz): pi — po = Aspis p € [0,1)) 
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[eal 


上 求 
n 
D (7 Jta- pon (™) pk A pa" 
kkp EE SR] kz 
的 最 大 值 
HH EAMFRAW-T+TR 
Ey = (Chi sk) 3 Ry = 041,2,0 5 3kp = 0,1,2,° ,nn2} 
并 有 AE[-l, 1]. 求 当 n =n, 一 4， A=—0.1, 
E = ((0,4),(0,3),(0,2),(0,1),(1,4),(1,3),(2,4)} 


时 的 最 大 值 . 
[LSantner，T. 和 Snell, 1980]. 


， 一 种 评估 正在 研制 的 治疗 外 伤 和 烧伤 药 效果 的 方法 需要 在 集合 


(Piss p) aa <P Kb, Vix lyn} 
上 对 函数 


(a= 72%) 
i=l 


RRA. Mn=2, A=—5.92, B=1.58, a, =0.01, b = 0.33, a= 
0.75, b 一 0. 853 f MRAM. [Falk &, 1992]. 


f Piss Pad = 


， 仍 考虑 第 2 章 的 习题 3 中 的 竞争 种 群 问题 . 设 捕捞 努力 量 已 船 - 天 会 导致 


年 捕获 蓝 鲸 9Ez， 长 须鲸 gEy， 其 中 设 参数 9( 可 捕 量 ) 近 似 等 于 10-;， 设 

捕捞 努力 量 参数 取 常 数 ， 假 设 种 群 水 平稳 定 在 捕捞 率 与 增长 率 相 等 的 

数量 . 

《a) 假 设 捕 鲸 远征 的 费用 为 250 美元 每 船 - 天 . 求 使 捕 鲸 产业 的 长 期 收益 达 最 
大 的 捕捞 努力 量 的 最 优 值 .采用 五 步 方法 和 单 变 量 最 优化 模型 . 

(b) 讨 论 可 捕 量 9 的 灵敏 性 ， 考 虑 收益 ， 捕 捞 力 度 ， 最 终 稳 定 下 来 的 鲸鱼 种 群 
数量 . 

《c) 技 术 的 增加 会 提高 鲸鱼 的 捕捞 量 ， 这 对 鲸鱼 种 群 数量 和 捕 鲸 产业 有 什么 长 
期 影响 ? 


， 仍 考虑 例 3. 2 中 的 消防 站 位 置 问题， 但 现在 假设 从 点 (zo。，yo) 到 点 (zx1，yi1) 


的 响应 时 间 正 比 于 所 走 的 路 线 的 距离 | m 一 ze | 十 | yy 一 yo l. 

(a) 求 使 平均 响应 时 间 最 少 的 消防 站 位 置 ， 采 用 五 步 方法 和 多 变量 无 约束 优化 
模型 . 

(b) 讨 论 最 优 位 置 关 于 对 每 一 个 2X2 英里 区 域 估计 出 的 紧急 求救 次 数 的 灵敏 
性 ， 你 是 否 能 得 出 什么 一 般 性 的 结论 ? 

(c) 讨 论 模 型 的 稳健 性 .与 第 3. 2 节 的 分 析 中 得 到 的 最 优 位 置 相 比较 .如 果 我 
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们 假设 响应 时 间 正 比 于 两 点 之 间 的 直线 距离 + 一 V (zi 一 x0) FO)? 
你 认为 会 发 生 什 么 情况 ? 

7， 仍 考虑 例 2. 1 中 的 彩电 问题 ， 但 现在 不 用 我 们 在 第 2 章 使 用 的 解析 法 ， 而 是 
用 数值 方法 . 

(a) 求 使 第 2 章 的 (2) 式 给 出 的 目标 函数 f(x ，zs) 达 最 大 的 后 产量 n, x. 
使 用 两 个 变量 的 牛顿 法 

(b) 与 2.1 节 一 样 ， 定义 a 为 19 英寸 彩电 的 价格 弹性 系数 ， 在 (a) PRT 
a=0.01. 现在 假设 a 增加 10% Bi = 0. 011， 再 来 求解 (a) 中 的 最 优化 问 
题 ， 用 你 的 结果 对 灵敏 性 SCz ，a)，S(z ，a)，S(Cy，a) 做 出 数值 的 估 
计 ， 与 2.1 节 中 得 到 的 解析 结果 进行 比较 . 

(c) 设 5 为 21 英 寸 彩电 的 价格 弹性 系数 ， 现 在 6 一 0.01， 同 (b) 中 一 样 ， 用 数 
值 方 法 估计 21, ro My KFS 的 灵敏 性 . 

(d) 比 较 本 练习 中 的 数值 方法 和 2.1 节 中 所 用 的 解析 方法 ， 你 更 喜欢 哪 一 个 ， 
为 什么 ? 

8， 仍 考虑 第 2 章 的 习题 6 中 的 问题 ， 但 现在 假设 管理 层 被 说 服 后 同意 提高 广告 
费用 的 最 高 限额 ， 对 我 们 现在 讨论 的 广告 预算 在 一 个 很 大 的 范围 内 变化 的 情 
况 ， 关 于 销售 额 随 广告 预算 是 线性 变化 的 假设 就 不 够 合理 ， 现 在 假设 每 当 广 
告 预算 加 倍 时 ， 销 售 额 提高 1 000 4. 

(a) 求 使 利润 达 最 高 的 价格 和 广告 预算 ， 采 用 五 步 方 法 和 无 约束 最 优化 
模型 . 

(b) 讨 论 决策 变量 (价格 和 广告 预算 ) 关 于 价格 弹性 系数 (数据 50%) 的 灵 
敏 性 . | 

(c) 讨 论 决策 变量 关于 广告 商 估计 的 每 当 广告 预算 加 倍 时 ， 销 售 额 提高 1 000 
台 这 一 数据 的 灵敏 性 . 

《d) 如 果 在 (a) 中 假设 广告 预算 和 销售 额 是 线性 关系 时 会 有 什么 错误 ? 为 什么 
它 在 第 2 章 的 习题 6 中 不 是 问题 ? 

9. ( 接 习 题 8) 假 设 另 一 个 广告 支出 与 销售 额 之 间 关 系 的 模型 .假设 广告 预算 加 
倍 时 ， 销 售 额 提 高 1 000 台 ， 但 再 次 加 倍 后 ， 销 售 额 只 提高 500 台 ， 并 一 直 满 
足 这 样 的 关系 .重复 习题 8 中 (a) 到 (c) 的 部 分 .在 (c) 中 ,讨论 关于 第 一 次 广 
告 预算 加 倍 时 ， 销 售 额 提高 1 000 台 这 一 数据 的 灵敏 性 ， 将 你 的 结果 与 在 习题 
8 中 得 到 的 结果 相 比 较 ， 并 讨论 模型 的 稳健 性 . 

10. PAER 2 章 的 习题 7 中 的 报纸 问题 ， 现 在 我 们 要 对 利润 率 (利润 占 收入 的 
百分比 ) 求 最 大 值 ， 假 设 每 周 的 经 营 开支 仍 固定 为 200 000 美元 . 

(a) 求 使 利润 率 最 大 的 报纸 订阅 价格 和 广告 价格 ， 采 用 五 步 方 法 和 无 约束 最 
优化 模型 ， 用 随机 搜索 方法 求 一 个 近似 解 . 
(b) 记 == FCz，y?) 为 你 在 (a) 中 得 到 的 目标 函数 ， 用 某 个 计算 机 代数 系统 求 
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F= 9f/ dz 5 G= 9f/ ay， 再 求 aF/ 9x，9F/ 9y 和 9G/ 3x, IAG/ dy. 

(c) 用 两 个 变量 的 牛顿 法 求 (a) 中 问题 的 一 个 高 精度 的 解 ， 取 (a) 中 得 到 的 近 
似 解 为 初 值 ， 算 法 中 需要 的 导数 已 在 (b) 中 算出 . 

(d) 如 果 你 在 前 面 没有 求 过 第 2 章 的 习题 7 中 (Ca) 部 分 ， 现 在 来 完成 .可 以 选 
用 任何 一 种 方法 ， 将 结果 与 你 在 (c) 中 刚刚 得 到 的 解 相 比较 ， 我 们 求 最 大 
利润 或 最 大 利润 率 是 否 有 区 别 ? 为 什么 ? 

仍 考虑 例 3. 3 中 的 草坪 椅 问 题 ， 注意 当 x My 接近 零 时 目标 函数 f(x，y) 趋 

FARK, MA f(x，y) 在 构成 可 行 域 边 界 的 直线 c=0 和 y=0 上 没有 定 

X. 从 而 可 以 推测 价格 弹性 系数 的 估计 当 外 推 到 z==0 或 y==0 时 是 不 准 

Wa HY. 

(a) 通 过 修改 可 行 域 来 改善 这 个 模型 的 缺陷 . 

(b) 讨 论 你 在 Ca) 中 所 做 决策 的 稳健 性 . 

(c) 对 你 修改 后 的 模型 ， 说 明 最 优 解 出 现在 可 行 域 的 内 部 .在 边界 上 给 出 任 
意 一 个 /(zx，y) 的 局 部 最 大 值 ， 说 明 在 每 一 个 这 样 的 点 ，Vf 指向 可 行 域 
的 内 部 . 


， 仍 考虑 第 2 章 的 习题 9 中 的 报纸 问题 ， 用 计算 机 按 线 性 规划 模型 求解 ， 回 答 


RI BR PA (ad. Cb). Ce). 


， 仍 考虑 第 2 章 的 习题 10 中 的 货运 问题 ， 用 计算 机 按 线 性 规划 模型 求解 ， 回 


答 原 问题 中 的 (a)、(b)、(e). 


， 仍 考虑 例 2. 2 中 的 彩电 问题 . 将 条 件 简 化 为 公司 从 每 台 19 英寸 彩电 可 获 利 


润 80 美元 ， 每 台 21 英寸 彩电 可 获 利润 100 美元 . 

(a) 求 最 优 的 生产 量 . 采用 五 步 方法 ， 用 计算 机 按 线性 规划 模型 求解 . 

(b) 求 每 个 约束 的 影子 价格 ， 并 解释 他 们 的 含义 .哪些 约束 是 最 优 解 的 关键 
约束 ? 

(c) 讨 论 目 标 函 数 系 数 ( 每 台 彩 电 的 利润 ) 的 灵敏 性 .同时 考虑 利润 和 最 优 的 
Ae 

《d) 画 出 可 行 域 的 图 形 ( 见 图 2-10)， 并 画 出 在 最 优 值 点 的 YA， 从 几何 上 描述 
当 目 标 函 数 的 一 个 系数 变化 时 向 量 Vf 有 什么 变化 . 利用 几何 观点 确定 使 
当前 的 最 优 解 仍 保持 最 优 的 目标 函数 的 每 个 系数 的 变化 范围 . 

伯明翰 纺织 公司 在 美国 南部 有 三 个 纺织 三， 有 四 个 配送 中 心 分 别 位 于 密 软 

根 、 纽 约 、 加 利 福 尼 亚 和 乔治 亚 州 . 表 3-7 中 列 出 了 每 个 工厂 的 年 输出 量 的 

估计 值 、 给 每 个 仓库 的 分 配 量 和 运输 费用 . 

(a) 求 使 总 运费 最 少 的 运输 方案 . 采用 五 步 方 法 ， 用 计算 机 按 线性 规划 模型 
求解 . 

(b) 求 每 个 输出 约束 的 影子 价格 .将 一 家 纺织 厂 的 生产 量 转 到 另 一 家 是 否 有 
利 ? 公司 愿意 付出 多 少 费 用 来 促成 这 一 生产 量 的 转变 ? 
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表 3-7 习题 15 中 的 运输 问题 的 数据 : 每 车 的 运费 (美元 ) 


运输 中 心 
700 
685 
450 
75 


430 550 680 
510 590 890 
395 425 910 
70 
16. 一 家 个 人 计算 机 制造 厂 出 售 三 种 台式 机 ， BS A 的 制造 费用 为 850 美元 ， 售 
价 为 1 250 美元 ， 型 号 B 的 制造 费用 为 950 美元 ， 售 价 为 1 400 美元 ， 型 号 


C 的 制造 费用 为 1 500 美元 ， 售 价 为 2 500 美元 ， 公 司 每 月 购买 10 000 个 台 

式 机 箱 ， 每 台 计 算 机 需要 一 个 机 箱 . 型 号 A 和 也 采用 15 英寸 的 显示 器 ， 公 

司 每 个 月 能 得 到 5 000 台 这 种 显示 器 .型 号 C 采用 17 英寸 的 显示 器 ， 每 个 

月 可 有 7 500 台 . 其 他 配件 的 供应 充足 ， 公司 每 月 有 20 000 小 时 的 生产 时 

E. 生产 每 台 A、B、C 型 号 的 计算 机 分 别 需要 1 小 时 、1. 25 小 时 和 1. 75 小 

时 . 

(a) 公 司 应 该 生产 每 种 型 号 的 计算 机 各 多 少 台 .采用 五 步 方 法 ， 按 线性 规划 
模型 求解 . 

(b) 求 每 个 约束 的 影子 价格 ， 针 对 本 问题 解释 每 个 影子 价格 的 含义 . 

(c) 下 一 个 月 公司 计划 将 型 号 C 按 2 199 美元 的 价格 降价 出 售 ， 这 一 改变 会 
如 何 影响 (a) 和 (b) 的 结果 ? 

(d) 公 司 考虑 生产 一 种 新 的 台式 机 D， 其 制造 费用 为 1 250 美元 ， 售 价 将 为 
1 895 美 元 .每 台 需 要 台式 机 箱 一 个 ，17 英寸 显示 器 一 台 和 1.5 小 时 的 生 
RE. 这 一 改变 会 如 何 影响 (a) 和 (b) 的 结果 ? 你 是 否 会 建议 公司 继续 
推行 其 引入 新 产品 的 计划 ? 

17. 一 个 退休 的 工程 师 有 250 000 美元 用 于 投资 ， 她 每 周 愿意 用 5 小 时 的 时 间 来 
管理 自己 的 投资 ， 市 政 债券 每 年 有 6% 的 收益 而 且 不 需要 管理 ， 房 地 产 投资 
预计 每 年 可 增值 8% ， 每 100 000 美元 的 投资 需要 1 小 时 的 管理 时 间 ， 蓝 筹 
股 每 年 可 获 利 10% ， 需 要 1.5 小 时 的 管理 时 间 . 后 保 债券 可 获 利 12% ， 需 
要 2. 5 小 时 的 管理 时 间 . 谷物 期 货 可 获 利 15%， 每 100 000 美元 的 投资 需要 
5 小 时 的 管理 时 间 . 

(a) 这 个 退休 工程 师 应 如 何 投资 以 获得 最 高 的 预期 收益 ? 采用 五 步 方法 ， 按 
线性 规划 模型 求解 . 

(b) 求 每 个 约束 的 影子 价格 .针对 本 问题 解释 每 个 影子 价格 的 含义 . 

.〈c) 这 个 退休 工程 师 从 互联 网 上 下 载 了 软件 ， 使 她 可 以 对 每 100 000 美元 的 期 
货 投资 每 周 只 用 3 小 时 的 时 间 有 效 地 管理 ， 这 个 变化 会 对 (a) 和 (by) 的 结 
果 有 什么 影响 ? 


19. 


20. 


HIE 惨 优 化 计算 方法 87 


(d) 在 经 过 期 货 市 场 的 几 次 损失 之 后 ,工程师 认定 风险 是 她 的 投资 策略 的 一 
个 重要 因素 . 一 本 投资 自助 书 将 市 政 债券 、 房 地 产 投资 、 蓝 筹 股 、 后 保 
债券 及 谷物 期 货 的 风险 因子 分 别 列 为 : 1、4、3、6 和 10. 工程 师 决定 她 
投资 的 平均 风险 因子 不 能 超过 4， 这 个 变化 会 对 (a) 和 (b) 的 结果 有 什么 
影响 ? 

绿色 供给 公司 生产 塑料 食品 袋 和 牛奶 壶 . 公司 每 周 可 以 分 别 以 每 100 磅 18 

美元 、12 美元 、10 美元 的 价格 获得 5 000 磅 的 旧 塑 料 袋 、18 000 磅 的 用 过 

的 牛奶 过 和 40 000 磅 的 工业 废 塑料 ， 公 司 每 周 有 4 000 箱 的 塑料 袋 和 80 000 

个 牛奶 壶 的 订单 .每 箱 塑 料 袋 需要 6 磅 塑料 ， 生 产 费 用 为 5 美元 ， 售 价 为 14 

美元 .每 100 个 牛奶 壶 需要 14 磅 塑料 ， 生 产 费 用 为 9 美元 ， 售 价 为 20 美 

元 ， 由 于 消费 者 的 选择 ， 塑 料 袋 至 少 要 使 用 25% 的 再 生 的 回收 塑料 (用 过 的 

牛奶 过 和 袋子)， 而 为 达到 强度 要 求 ， 牛 奶 壶 至 多 使 用 50% 的 再 生 回收 

塑料 . 

(a) 求 每 种 产品 使 用 塑料 的 最 优 组 成 .采用 五 步 方 法 ， 按 线性 规划 模型 求解 . 

(b) 求 每 个 约束 的 影子 价格 .针对 本 问题 解释 每 个 影子 价格 的 含义 . 

(c) 一 家 新 的 供 货 商 可 以 按 每 100 磅 8 美元 的 价格 提供 工业 废 塑料 ， 这 一 变 
化 如 何 影响 (a) 和 (Cb) 的 结果 ? 

(d) 一 家 新 的 客户 提出 按 每 100 个 30 美元 购买 40 000 个 环保 的 牛奶 壶 ， 但 牛 
奶 壶 至 少 要 使 用 35% 的 再 生 回 收 塑料 。 这 一 改变 如 何 影响 (a) 和 (b) 的 结 
果 ? 公司 是 否 会 接受 这 个 新 的 客户 ? 

仍 考虑 考虑 例 3. 5 中 的 土方 问题 .假设 公司 只 运输 整 车 的 土方 ， 

(a) 假 设 公司 使 用 载重 10 立方 码 的 自动 倾 印 卡车 运输 ， 求 最 优 运输 方案 . 采 
用 五 步 方 法 ， 按 整数 规划 模型 求解 . 

(b) 假 设 车 的 载重 量 为 5 立方 码 ， 重 复 (a) 的 计算 . 

(c) 假 设 车 的 载重 量 为 20 立方 码 ， 重 复 (a) 的 计算 . 

(d) 比 较 (a)、(b)、(c) 的 结果 ， 讨 论 原来 线性 规划 模型 的 稳健 性 ， 例 3. 5 中 
的 运输 方案 是 否 对 任 一 种 卡车 都 是 近似 最 优 的 ? 

(习题 14 的 修正 ) 仍 考虑 例 2. 2 中 的 彩电 问题 . 将 条 件 简化 为 公司 从 每 台 19 

英寸 彩电 中 可 获 利润 80 美元 ， 每 台 21 英寸 彩电 可 获 利润 100 美元 ， 在 这 个 

问题 中 我 们 要 讨论 离散 对 最 优 解 的 影响 . 

(a) 求 最 优 的 生产 量 . 采用 五 步 方 法 ， 用 计算 机 按 线性 规划 模型 求解 . 

(b) 由 于 大 规模 生产 ， 彩 电 实 际 上 是 按 30 台 一 批 生产 ， 求 使 利润 最 高 的 最 优 
批量 ， 用 计算 机 按 整 数 规划 模型 求解 . 

(c) 假 设 每 批 数 量 分 别 为 10、20、50、100、200 和 300 重复 (b) 的 计算 ， 对 
每 种 情况 ， 用 整数 规划 计算 每 种 彩电 的 最 优 批量 . 

(d) 比 较 (a)、(b)、(c) 的 结果 ， 讨 论 (a) 中 原始 线性 规划 模型 的 解 的 稳健 性 . 


[120] 


88 


21. 


22. 


23. 


第 一 部 分 RECA 


可 行 域 的 离散 化 是 如 何 影响 最 优 解 的 ? 同时 考虑 最 优生 产量 和 最 优 利润. 
(习题 15 的 修正 ) 伯 明 翰 纺织 公司 在 美国 南部 有 三 个 纺织 厂 ， 有 四 个 配送 中 
心 分 别 位 于 密 软 根 、 纽 约 、 加 利 福 尼 亚 和 乔治 亚 州 .， 表 3-7 中 列 出 了 每 个 工 
厂 的 年 输出 量 的 估计 值 ， 给 每 个 仓库 的 分 配 量 和 运输 费用 . 

(a) 求 使 总 运费 最 少 的 运输 方案 . 采用 五 步 方法 ， 用 计算 机 按 线 性 规划 模型 
求解 . 

(b) 公 司 购买 了 三 辆 新 卡车 用 于 运输 ， 新 卡车 的 燃油 利用 率 高 ， 预 计 可 以 节 
约 50% 的 运输 费用 .假设 一 辆 卡车 一 周 可 以 运 一 次 (一 年 52 次 )， 在 每 
一 条 路 线 上 或 全 用 旧 卡 车 或 全 用 新 卡车 .公司 应 该 如 何 利 用 这 些 新 卡车 
从 而 使 节省 的 费用 达 最 高 ? 采用 五 步 方 法 ， 用 计算 机 按 整 数 规划 模型 
求解 . 

(c) 对 新 卡车 的 数量 进行 灵敏 性 分 析 . 对 新 卡车 数量 % 取 4、5、6、7 分 别 求 
最 优 运输 方案 和 预计 节省 的 费用 .如 果 每 辆 新 卡车 按 其 使 用 年 限 每 年 需 
分 期 付费 12 000 美元 ， 公 司 应 该 购买 多 少 辆 新 卡车 ? 

(d) 由 于 加 利 福 尼 亚 州 对 卡车 制订 了 新 的 污染 标准 ， 公 司 一 定 要 在 加 州 使 用 
新 卡车 运输 ， 这 一 改变 如 何 影 响 (b) 和 (c) 的 结果 ? 这 一 新 政策 会 使 公司 
付出 多 少 费用 ? 

仍 考虑 习题 21 的 纺织 品 运 输 问题 ， 但 现在 假设 在 同一 条 路 线 上 ， 新 、 旧 卡 

车 都 可 以 使 用 .再 来 解答 前 面 的 问题 (提示: 用 一 个 决策 变量 表示 一 辆 新 

卡车 是 否 在 路 线 i 上 使 用 ， 再 用 另 一 个 决策 变量 表示 第 二 辆 卡车 是 否 使 用 ， 

其 他 类 似 . ) 

一 个 计算 机 操作 系统 在 硬盘 上 存储 文件 ， 有 五 个 大 小 分 别 为 18、23、12、 

125 和 45Mb 的 大 文件 要 存储 ， 连续 的 存储 块 的 容量 分 别 为 25、73、38 和 

156Mb. 每 一 个 文件 一 定 要 存在 一 个 连续 的 存储 块 中 ， 在 这 个 问题 中 ， 我 们 

要 研究 一 种 整数 规划 算法 ， 从 而 将 文件 分 配 到 存储 块 中 . 

Ca) 为 了 保留 大 的 连续 存储 块 以 备 将 来 使 用 ， 我 们 希望 将 每 一 个 文件 存在 能 
够 容纳 它 的 最 小 的 存储 块 中 ， 定 义 将 文件 i 存在 块 ; 上 的 费用 为 块 j 的 大 
小 . 求 使 总 费用 最 少 的 分 配方 案 ， 采 用 五 步 方法 ， 按 整数 规划 模型 求解 . 

Cb) (BRB 12Mb 的 文件 扩大 为 19Mb.， 这 会 如 何 影响 (a) 中 求 出 的 最 优 解 ? 这 
个 12Mb 的 文件 可 以 扩大 多 少 而 最 优 解 仍 保持 不 变 ? 

《c) 假 设 18Mb 和 23Mb 的 文件 由 于 被 在 同一 个 程序 所 使 用 ， 要 求 将 他 们 存 
在 同一 个 存储 块 中 ， 这 会 如 何 影响 (a) 中 求 出 的 最 优 解 ? 

(d) 一 个 分 配 文 件 到 存储 块 的 “贪心 ”算法 是 将 每 一 个 文件 存 到 第 一 个 可 以 容 
纳 它 的 存储 块 中 ， 应 用 这 一 算法 ( 手 算 ) 并 与 (a) 的 结果 相 比 较 ， 在 Ca) 中 
求 得 的 整数 规划 问题 的 解 是 否 显著 地 优 于 贪心 算法 的 结果 ? 

(e) 为 什么 不 采用 对 剩余 的 最 大 连续 存储 块 的 大 小 求 最 大 值 的 方法 ?这 一 优 
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化 问题 是 否 可 以 按 整数 规划 求解 ? 


24， 一 个 技术 管理 人 员 安 排 一 些 工程 师 完成 几 个 计划 的 项 目 ， 项 目 A、B、C 分 


别 需要 18、12 和 30 人 -月 来 完成 .工程 师 1、2、3 和 4 可 以 完成 这 些 项 目 . 

他 们 每 个 月 的 工资 分 别 为 3 000 美元 、3 500 美元 、3 200 美元 和 3 900 美元 . 

(a) 求 完成 所 有 项 目的 总 费用 最 小 的 分 配方 案 ( 分 配 工 程 师 到 具体 项 目 )， 假 
设 工程 师 在 每 6 个 月 中 只 能 被 安排 一 个 项 目 ， 所 有 项 目 要 求 只 能 在 18 个 
月 内 完成 .〈 提 示 : 用 决策 变量 zi 表示 工程 师 i 是 否 在 时 期 & 内 完成 项 
Aj.) 

(b) 假 设 由 于 早期 的 工作 安排 ， 工 程 师 1 在 时 期 2 内 没有 时 间 . 重复 (a) 的 计 
算 . 这 会 如 何 影响 最 优 解 ? 多 少 费用 会 使 管理 人 员 认 为 应 该 将 工程 师 1 
重新 安排 到 时 期 2 中 ? 

Cc) 假设 由 于 个 性 冲突 ， 工程师 2 和 3 不 能 一 起 工作 ， 他 们 的 个 人 矛盾 会 使 
公司 付出 多 少 费 用 ? 

(MRM A A 能 够 在 6 个 月 内 完成 ， 公 司 会 发 10 000 美元 的 奖金 ， 这 会 如 
何 改 变 最 优 解 ? 
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第 二 部 分 动态 模型 


许多 有 趣 的 实际 问题 包含 着 随时 间 发 展 的 过 程 。 动 态 模型 被 用 于 表现 这 些 过 
程 的 演变 。 空 间 飞 行 ， 电 路 ， 化 学 反应 ， 种 群 增长 ， 投 资 和 养老 金 ， 军 事 战斗 ， 
疾病 传播 和 污染 控制 正 是 广泛 地 运用 动态 模型 的 众多 领域 中 的 几 个 领域 。 

五 步 方法 和 灵敏 性 分 析 及 稳健 性 的 基本 原则 对 动态 模型 是 有 意义 的 并 且 是 有 
用 的 ， 正 如 它们 对 于 最 优化 模型 一 样 。 在 我 们 探讨 一 些 最 流行 和 最 一 般 的 动态 建 
模 技 巧 时 ， 我 们 将 继续 采用 这 些 方法 。 在 这 一 部 分 中 我 们 还 将 介绍 状态 空间 、 平 
衡 态 和 稳定 性 等 重要 的 建 模 概念 。 所 有 这 些 在 本 书 的 第 三 部 分 即 最 后 一 部 分 都 非 
常 有 用 ， 在 那里 我 们 探讨 随机 模型 。 


第 4 章 ， 动 态 模 型 介绍 


一 般 来 讲 ， 动 态 模型 易于 构造 但 难于 求解 .精确 的 解析 解 仅 对 很 少 的 特殊 情 
况 存在 ， 例 如 线性 系统 ， 数值 方法 常常 对 系统 行为 不 能 提供 一 个 好 的 定性 的 解 
释 . 因此 ， 图 形 表示 通常 成 为 分 析 动 态 模型 不 可 缺少 的 一 部 分 ， 由 于 图 形 表示 特 
有 的 简单 性 ， 以 及 它 的 几何 性 质 ， 这 一 章 也 提供 我 们 一 个 理想 的 机 会 介绍 最 深刻 
且 最 基本 的 动态 系统 建 模 的 观点 . 


4.1 常态 分 析 


在 这 一 节 我 们 将 考虑 形式 最 简单 的 动态 模型 ， 只 要 求 初 等 的 数学 ， 尽 管 如 
此 ， 这 个 模型 的 实际 应 用 是 大 量 的 ， 而 且 减 少 过 分 复杂 的 技巧 使 得 我 们 能 够 集中 
考虑 动态 建 模 最 基本 的 思想 . 

例 4.1 在 一 个 未 被 管理 的 森林 ， 硬 材 树 与 软 材 树 竞争 可 用 的 土地 和 水 分 . 
越 可 用 的 硬 材 树 生 长 得 越 慢 ， 但 是 越 耐 用 且 提 供 越 有 价值 的 木材 ， 软 材 树 靠 生 长 
快 ， 有 效 消耗 水 分 和 土壤 养分 与 硬 材 树 竞 争 ， 硬 材 树 靠 生 长 的 高 度 与 软 材 树 竞 
P, ENS THI. 它们 也 更 耐 抗 疾 病 ， 这 两 种 树 能 否 同时 在 一 片 森林 
中 共存 ,或 者 一 种 树 是 否 会 迫使 男 一 种 树 灭 绝 ? 

我 们 将 运用 五 步 方法 . AH AS 分 别 表示 硬 材 树 和 软 材 树 种 群 。 生 物 学 家 
常用 的 方便 的 计量 单位 是 生物 量 ( 每 英亩 上 木材 吨 数 )， 我 们 需要 对 这 两 个 种 群 的 
动态 做 一 些 假设 开始， 我 们 做 的 假设 要 尽 可 能 简单 且 不 忽略 这 个 问题 最 基本 的 
方面 . 随后 ， 如 果 需 要 的 话 ， 我 们 可 以 改进 或 丰富 这 个 模型 ， 在 无 限制 生长 CE 
富 的 空间 、 阳 光 、 水 分 和 土壤 养料 ) 的 条 件 下 ， 假 设 种 群 的 生长 率 大 致 正比 于 种 
群 的 大 小 是 合理 的 . 两 倍数 量 的 树木 应 产生 两 倍数 量 的 小 树 ， 当 种 群 增 长 时 ， 同 
一 种 类 的 成 员 必然 会 为 资源 竞争 ， 这 样 就 抑制 了 群体 的 增长 因此 ， 有 理由 假设 
小 群体 的 增长 率 线性 依赖 于 群体 大 小 ， 并 随 着 群体 的 增加 而 减 小 ， 具有 这 种 性 质 
的 最 简单 的 增长 函数 是 

g(P) = rP 一 cP:. 
这 里 7 是 内 豪 增 长 率 ，a<r 是 资源 限制 强度 的 度量 ， 如 果 a 较 小 ， 就 有 更 多 的 生 
长 空间 . 

竞争 也 是 由 于 资源 的 限制 . 硬 材 树 的 存在 限制 了 阳光 、 水 分 和 其 他 对 软 材 树 
有 用 的 资源 ， 反 之 也 是 如 此 ， 由 于 竞争 导致 的 增长 率 的 损失 依赖 于 两 个 种 群 的 大 
小 ， 一 个 简单 的 假设 是 这 个 损失 正比 于 两 者 的 乘积 、 给 出 这 些 关于 生长 和 竞争 的 
假设 ， 我 们 希望 知道 是 否 可 以 预测 到 一 个 种 群 的 灭绝 ， 图 4-1 总 结 了 第 一 步 的 
结果 . 
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变量 : 

五 一 硬 材 树种 群 ( 吨 /英亩 ) 

3 一 软 材 树种 群 ( 吨 /英亩 ) 

8gH 一 硬 材 树 的 生长 率 ( 吨 /英亩 /年 ) 

gs 二 软 材 树 的 生长 率 ( 吨 /英亩 /年 》 

cH 一 与 硬 材 树 竞争 的 损失 ( 吨 / 英 亩 /年 ) 

cs 一 与 软 材 树 竞争 的 损失 ( 吨 / 英 亩 /年 ) 
假设 : 

gu =r H—a H? 

gs =r: S—az S? 

cu= bh SH 

cs =b: SH 

H20, S20 

Yis T2» ais Gz. bi, bo 是 正 实数 


目标 : ”确定 是 否 有 H 一 0 或 S0. 


4-1 树木 问题 的 第 一 步 结果 


第 二 步 是 选择 建 模 方法 ， 我们 将 这 个 问题 构造 成 一 个 处 于 定常 态 的 动态 
模型 . 


设 函 数 
Fi Cry 5 2q) 
万 (zi 9 Tn) 
EXER 的 子 集 S 上 ， 函 数 fo a 分 别 表示 每 个 变量 zx ，…，zx, 的 变化 
R. RRA S 中 的 一 个 点 (zi ，…，xzu) 为 平衡 点 ， 如 果 在 这 点 


万 (zzo) 一 0 

i (1) 
Fn 219° Xn) = 0 
于 是 每 个 变量 zx +, r, 的 变化 率 为 零 ， 因 此 系统 处 于 静止 状态 . 

称 zi ，…，z 为 状态 变量 ，S 为 状态 空间 ， 因 为 函数 fi s F, 依赖 系统 
的 现实 状态 (zx, ，…，z,)， 现 实 状 态 完全 确定 系统 的 将 来 ， 而 与 过 去 发 生 的 情况 
无 关 ， 我 们 仅 需要 知道 目前 的 状况 ， 并 不 需要 知道 如 何 到 达 目 前 的 状况 ， 当 处 于 
由 方程 (1) 定 义 的 平衡 态 时 ， 我 们 称 系统 处 于 定常 态 . 在 这 一 点 所 有 的 变化 率 为 
零 ， 作 用 在 系统 上 的 全 部 影响 达到 平衡 . 因此 方程 (1) 有 时 被 称 为 平衡 方程 ， 当 
一 个 系统 处 于 定常 态 时 ， 它 将 永远 保持 不 变 ， 因 为 所 有 的 变化 率 为 零 ， 在 将 来 的 
任何 时 候 系统 都 将 停留 在 现在 所 在 的 状态 . 

为 了 求 一 个 动态 系统 的 平衡 态 ， 我 们 需要 求解 由 方程 (1) 给 出 的 具有 nn 个 未 
知 数 的 ”个 方程 ， 对 非常 容易 的 情况 我 们 可 以 手 算 .有 时 我 们 可 以 用 一 个 计算 机 
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代数 系统 求解 . 这 一 章 的 所 有 问题 ， 包 括 习 题 ， 都 可 以 应 用 这 个 技巧 求解 . 当 
然 ， 许 多 实际 问题 导出 的 方程 组 没有 解析 解 . 我 们 将 在 第 6 章 处 理 这 样 的 问题 ， 
讨论 动态 系统 的 计算 方法 . 〈 另 外 ， 我 们 可 以 运用 在 第 3 章 介绍 的 多 变量 牛顿 
方法 . ) 
第 三 步 是 构造 模型 的 公式 ， 记 z = 五 ，zz = $S 为 两 个 状态 变量 ， 定 义 在 状态 
空间 
{(Cziyza):zl > 0z SO}. 
定常 态 方程 为 
nzi — az} —b 212. = 0 (2) 
rxs — A,X; — bz X1 Z; = 0. 
我 们 对 这 个 方程 组 在 状态 空间 的 解 感 兴趣 ， 这些 解 表示 动态 模型 的 平衡 点 . 
第 四 步 是 求解 模型 ， 从 第 一 个 方程 约 去 因子 = ， 由 第 二 个 方程 约 去 因子 x, 
我 们 得 到 四 个 解 ; 三 个 解 
(0,0) 


( z) 
(z -0) 


在 坐标 轴 上 ， 第 四 个 在 这 两 条 直线 


atı Hbr: =r; 


baxı + a,x. = T2. 


的 交点 .参见 图 4-2 作为 说 明 . 


由 克拉 上 默 法 则 解 得 
一 ridz — rab, 
! aiaz — bið: 
— air? — br, 
T: = aia: — 6,6," 


如 果 这 两 条 线 在 状态 空间 内 不 相交 ， 则 只 存在 三 个 平衡 点 ， 在 这 种 情况 下 两 个 树 
种 不 能 和 平 共 存 于 平衡 状态 . 
我 们 希望 知道 在 什么 条 件 下 n>0 A n>. FAHER a>b. EKRE 
ri 一 CID — OX; 5 

其 中 第 一 项 表示 无 限制 的 增长 ， 第 二 项 表示 种 群 内 竞争 的 影响 ， 第 三 项 表示 种 群 
间 竞 争 的 影响 ， 因 为 两 种 树 不 会 占有 完全 相同 的 生态 位 ， 我 们 将 假设 对 于 xz; 二 zx, 
《 即 种 群 内 部 ) 竞 争 影响 更 强 ， 因 此 a,b, ALL 

aiaz: — bib: > 0. 
于 是 ， 共 存 的 条 件 是 

riaz: —r:5, >0 
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air, — br, > 0, 
或 者 ， 换 句 话 说 ， 


ry ri ri T2 
— o’ 
az by ay b: 


正如 图 4-2 所 示 . 


x. 


e 


图 4-2 软木 材 树 ze 与 硬木 材 树 xz! 所 表示 的 树木 问题 的 平衡 态 


第 五 步 是 用 通俗 的 语言 表达 从 我 们 的 模型 分 析 获 得 的 结果 .此 时 做 到 这 一 点 
有 困难 ， 因 为 我 们 的 答案 是 有 条 件 的 ， 限 制 条 件 包含 了 未 知 参 量 ， 为 了 清楚 地 表 
达 得 到 的 结果 ， 我 们 希望 找到 共存 条 件 的 更 切实 的 解释 . 不妨 重新 检验 模型 的 公 
式 ， 看 看 我 们 是 否 能 用 直接 的 方法 解释 比率 v/a, 和 7;/b; 的 含义 . 

参数 rn 表示 增长 趋势 ， 参 数 a; MSH), 分 别 表示 种 群 内 和 种 群 间 的 竞争 强 
E. 因此 ， 比 率 ri/a; 和 +r;/b; 必然 表达 了 增长 与 竞争 的 相对 强度 ， 进 一 步 ， 在 没 
有 种 群 间 的 竞争 时 ， 增 长 率 是 

rii — ax? = x; lri 一 airi)。 

比率 r;/a; 表示 了 在 没有 种 群 间 的 竞争 时 的 平衡 态 种 群 水 平 ， 或 者 说 是 种 群 将 停 
止 增 长 的 水 平 ， 类似 地 ， 如 果 我 们 忽略 种 群 内 部 的 竞争 ， 净 增长 率 为 


ra; — bx, = Xxilri —b,z;). 
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于 是 比率 +;/b; 表示 了 要 使 i 类 种 群 灭绝 ,7 类 种 群 必须 达到 的 种 群 水 平 ， 由 此 ， 
现在 我 们 可 以 通过 下 面具 体 的 解释 给 出 分 析 结 果 . 

对 每 种 类 型 的 树 ( 硬 材 或 软 材 ) 存 在 两 类 增长 限制 ， 第 一 种 是 由 于 与 男 一 种 树 
的 竞争 ， 第 二 种 是 由 于 拥挤 造成 的 同一 树种 内 部 的 竞争 ， 因 此 ， 对 每 一 个 树种 存 
在 一 点 ， 在 这 一 点 树木 由 于 拥挤 会 主动 停止 增长 ， 且 存在 另 一 点 ， 在 这 一 点 树木 
通过 竞争 阻止 另 一 种 树 的 增长 . 两 种 树木 能 够 共存 的 条 件 是 每 种 树 达 到 限制 自己 
增长 的 点 之 前 已 经 达到 它 限制 另 一 种 树 增长 的 点 . 

这 一 节 的 定常 态 分 析 留 下 一 个 重要 的 问题 ， 给 定 一 个 具有 一 个 平衡 态 的 动态 系 
统 ， 究 竟 是 否 能 够 到 达 平 衡 态 ? 答案 依赖 于 模型 的 动力 学 性 质 ， 称 一 个 平衡 点 . 

Xo = (rh r) 
是 渐 近 稳定 的 (或 仅 是 稳定 的 ) ， 条 件 是 状态 变量 
Cri (t) ZnCt)) 
充分 接近 xo 时， 它们 被 平衡 点 吸引 ， 即 
Cri Clt) 920552, 0t)) > xo. 

定常 态 分 析 不 能 回答 稳定 性 问题 ， 所 以 我 们 不 得 不 将 这 个 问题 的 进一步 讨论 

推迟 到 下 一 节 . 


4.2 动力 系统 


动力 系统 模型 是 最 普遍 应 用 的 动态 模型 ， 在 一 个 动力 系统 模型 中 力 的 变化 由 
微分 方程 刻画 ， 在 这 一 节 我 们 将 集中 考虑 应 用 图 示 方 法 获得 一 个 动力 系统 的 定性 
性 质 ， 重 点 是 稳定 性 问题 . 

例 4.2 蓝 鲸 和 长 须鲸 是 两 个 生活 在 同一 海域 的 相似 的 种 群 ， 因 此 认为 它们 
之 间 存 在 竞争 ， 蓝 鲸 的 内 店 增 长 率 每 年 估计 为 5%， 长 须鲸 为 每 年 8%， 环境 承 
载 力 (环境 能 够 支持 的 鲸鱼 的 最 大 数量 ) 估 计 蓝 鲸 为 150 000 条 ,长 须鲸 为 
400 000 条 ， 鲸 鱼 竞 争 的 程度 是 未 知 的 .在 过 去 的 100 年 剧烈 的 捕捞 已 经 使 鲸鱼 
数量 减少 ， 蓝 鲸 大 约 5 000 条 ， 长 须鲸 大 约 70 000 条 ， 蓝 鲸 是 否 会 灭绝 ? 

我 们 将 应 用 五 步 方 法 . 注意 到 这 个 问题 非常 类 似 例 4.1， 第 一 步 是 提出 问 
题 ， 我 们 将 用 蓝 鲸 和 长 须鲸 的 数量 作为 状态 变量 并 且 关 于 增长 和 竞争 做 最 简单 的 
假设 ， 开 始 的 问题 是 ;两 个 鲸鱼 种 群 从 它们 现在 的 状态 是 否 能 变化 到 平衡 态 ? 第 
一 步 的 结果 总 结 在 图 4-3. 

第 二 步 选择 建 模 方式 ， 我 们 将 这 个 问题 构造 成 一 个 动力 系统 . 

一 个 由 个 状态 变量 (x;，…，x,) 构 成 的 动力 系统 是 一 个 微分 方程 组 


de = filain) 
: (3) 
= = f, Cris) 
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变量 : 
B= ERORE 
下 二 长 须鲸 的 数量 
&B 一 蓝 鲸 种 群 的 增长 率 ( 每 年 ) 
SF 一 长 须鲸 种 群 的 增长 率 ( 每 年 ) 
ca 一 与 蓝 鲁 克 争 的 影响 (每 年 纹 鱼 数 ) 
ce 二 与 长 须鲸 竞争 的 影响 (每 年 鲸鱼 数 ) 
假设 : 
gB=0.05B(1—B/150 000) 
gr =0. 08F(1— F/400 000) 
cB = cr =aBF 
B20 F20 
a 是正 实 数 
目标 : 确定 动力 系统 是 否 能 够 从 号 = 5 000, F=70 000 开始 达到 稳定 的 平 
BA 


图 4-3 鲸鱼 问题 的 第 一 步 结果 


定义 在 状态 空间 (xz, ，…，zx,)€ES 上 ， 其 中 S 是 R" 的 一 个 子 集 ， 微 分 方程 解 的 存 
在 性 和 惟一 性 理论 表明 ， 如 果 fi ，…，f, 在 点 
Zo = (aie, 29), 
的 一 个 邻 域内 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 则 这 个 微分 方程 组 存在 通过 这 个 初 值 点 的 惟 
一 解 。 详细 内 容 参 见 任何 一 本 微分 方程 课本 (例如 [Hirsch 和 . Smale, 1974], 
p. 162) 
最 好 将 动力 系统 的 一 个 解 看 作 是 状态 空间 的 一 条 轨 线 ， 只 要 可 微 性 假设 成 立 
就 存在 过 每 个 点 的 轨 线 ， 除 了 平衡 点 外 轨 线 不 相交 ， 设 
XL = (2195 ) 
F(x) = (fila) sey falx). 
则 动力 系统 方程 为 


dx _ ， 
a F(x). (4) 


对 每 一 条 轨 线 c(t) 导数 dz/dt 表示 速度 向 量 ， 因此， 对 每 一 条 解 曲线 r0), 
F(z(t)) 是 在 每 点 的 速度 向 量 ， 向 量 场 F(x) 呈现 了 在 整个 状态 空间 中 运动 的 方向 
和 快慢 ， 通 常 两 个 变量 的 动力 系统 的 定性 性 质 可 以 通过 在 选择 的 点 处 画 向 量 场 而 
获得 .满足 F(z) 二 0 的 点 是 平衡 点 ， 我 们 将 特别 注意 这 些 点 附近 的 向 量 场 . 
第 三 步 是 构造 模型 的 公式 ， 令 =B, n=F, E 
xi = filtz) 


+ 
T: 一 faltisx:), 


其 中 
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fi (41 922) = 0. 05x (1 Jari ze 


— 1 
150 000 
(5) 


fo (21 922) = 0. 08x, (1 — spe hog Jr ate 


状态 空间 是 
S 一 (zyz) :Xi 20,1 >20}. 

第 四 步 是 解 这 个 模型 ， 我 们 要 勾画 出 这 个 问题 的 一 个 向 量 场 图 ， 从 勾画 水 平 
RNANA N= 开始 .平衡 态 将 是 这 两 个 水 平 集 的 交集 ， 进 一 步 ， 向 量 场 将 垂 
HT 有 1 一 0Cx1 二 0) 且 平行 于 f; 一 0(zs 二 0)， 沿 着 这 两 条 曲线 画 速 度 向 量 ， 然 后 
在 它们 之 间 添 上 一 些 速 度 向 量 ， 记 住 向 量 的 长 度 和 方向 是 连续 变化 的 (只 要 F(z) 
连续 ， 通 常 正 是 这 样 )， 事 实 上 ， 对 速度 向 量 长 度 的 分 析 不 是 非常 重要 的 .完整 
的 曲线 见 图 4-4. 


0.05/a 


150 000 0.08/a ži 


图 4-4 KAR r FER, RRA By 
Fi Car, 22)=0. 052, (1-2, /150 000) — ex, x, 
fala , z:)=0. 0822 (1— zx: /400 000) — axı x: 


这 里 有 四 个 平衡 态 解 : 三 个 在 
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(0,0) 
(150 000,0) (6) 
(0,400 000) 

另 一 个 点 的 坐标 依赖 于 a， 在 我 们 的 图 示 中 假设 


400 000 < 2-05 
a 


此 时 很 容易 看 出 区 域内 部 的 平衡 点 是 惟一 稳定 的 平衡 态 ， 事 实 上 ， 过 状态 空间 的 
任意 一 点 的 解 将 最 终 趋 于 这 个 平衡 态 ， 特 别 是 ， 当 1 一 oo 时 ， 具 有 初 值 zi (0) = 
5 000, z:(0)=70 000 的 解 将 趋 于 这 个 平衡 态 . 

第 五 步 是 用 非 数 学 的 语言 总 结 我 们 分 析 模 型 所 得 到 的 结果 基于 我 们 的 分 
析 ， 只 要 停止 捕捞 ， 鲸 鱼 种 群 将 恢复 到 原来 水 平 ， 生 态 系统 将 处 于 稳定 的 平 
衡 态 . 

当然 ， 我 们 的 结论 基于 一 些 相 当 宽 松 的 假设 ， 例 如 ， 我 们 假设 竞争 的 影响 相 
对 较 小 ， 如 果 它 比较 大 [例如 ，(0. 05/e)<400 000]， 则 这 两 个 种 群 将 不 可 能 共 
F. 假设 竞争 影响 很 小 是 有 理由 的 ， 因 为 我 们 知道 在 我 们 开始 捕捞 之 前 这 两 个 种 
群 已 经 共存 了 很 长 的 时 间 . 对 种 群 增长 过 程 我 们 也 做 了 一 些 简 单 的 假设 ， 最 关键 
的 是 对 非常 小 的 种 群 ， 假 设 种 群 仍 将 按 内 豪 增 长 率 增长 ， 人 们 已 知 某 些 种 群 具有 
最 小 的 群体 水 平 ( 称 为 最 小 可 生存 种 群 水 平 )， 低 于 这 个 量 时 种 群 的 增长 率 为 负 
值 ， 这 个 假设 当然 会 改变 我 们 动力 系统 的 行为 . 

最 后 ， 我 们 研究 灵敏 性 和 稳健 性 ， 首 先 我 们 考虑 对 参数 a 的 灵敏 性 ， 对 它 我 
们 知道 得 很 少 ， 对 任意 的 a<1.25X10-' 存 在 一 个 稳定 的 平衡 态 2,>0, 2 >0, 


_ 150 000(8 000 000a — 1) 
Xl >= D 


(7) 
_ 400 000(1 875 000a—1) 
Xe 多 
D 
其 中 
D = 15 000 000 000 000e — 1, 
这 由 克拉 默 法 则 求 得 ， 例 如， 如 果 a=107, Wi 
00 
z = Soc ooe ~ 35 294 
(8) 


z = ae ~ 382 353. 


在 这 一 点 的 灵敏 性 为 
Sx, sa) 一 一 


21 882 352 927 _ 
6 000 000 000 ~ 


7 
Slasa) = a ~ 0. 122. 
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前 面 的 计算 可 以 用 手 算 或 用 计算 机 代数 系统 计算 . 图 4-5 显示 了 用 计算 代数 系统 
MAPLE 计算 灵敏 性 SCzk ，a) 的 结果 . 


1 
”20 3000000 
e2:= (8/100) *(1-x2/400000) -alpha*x1; 

1 


pe - — x2 -axl 
e2 35 5000000" ** 


s:=solve({el=0, e2=0}, {x1,x2}); 


-1 +8000000 æ 
-1 +15000000000000 a’ 


-1 +1875000 a } 


xli -@x2 


| > el:=(5/100)*(1-x1/150000)-alpha*x2; 


el 


s :={x1=150000 


x2 = 400000 -5000000000000 a 


assign(s); 
daxidalpha:=diff(x1,alpha); 
1200000000000 
dxidalpha := -7715000000000000 a 
(-1+8000000a) a 


- 4500000000000000000 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
(-1+15000000000000a@)- 


assign (alpha=10*(-7)); 
sxlalpha:=dx1ldalphas (alpha/x1) ; 
-62 
sxlalpha := I7 


evalf (sxlalpha); 
-3.647058824 


图 4-5 用 计算 代数 系统 MAPLE 计算 鲸鱼 问题 的 灵敏 性 


蓝 鲸 种 群 对 a 更 灵敏 ， 如果 a107, M 
_ 276 000 000 


i 1907 ~ 138 207 
_ 785 000 000 _ 
za = o57 ~ 393 090. 


当然 如 图 4-4 所 示 总 是 有 z,.<150 000, x,<400 000， 但 是 这 个 平衡 态 最 重要 的 
特征 不 是 它 的 坐标 ， 而 是 它 处 于 zi >0，zz>0 并 且 是 稳定 的 .我们 认为 这 些 结 
论 对 a<=1.25X10 的 整个 区 间 是 正确 的 ， 因 此 ， 应 该 说 我 们 的 主要 结论 对 a 一 
点 儿 也 不 灵敏 .同样 的 ， 我 们 的 主要 结论 对 内 襄 增 长 率 和 环境 承载 量 ， 其 至 对 现 
存 鲸鱼 群体 的 状态 也 是 一 点 儿 也 不 灵敏 . 

更 深入 的 稳健 性 问题 考虑 函数 f 和 f 的 形式 .假设 /zk 和 r/r: 分 别 是 
x 和 zz 线性 函数 ， 这些 直线 表示 了 一 个 种 群 或 另 一 个 种 群 停止 增长 的 点 .去 掉 
这 个 线性 的 假设 ， 设 

Ly = X11(X1 ,x2) 


/ 
T: 一 T2 82 (X1 9X2). 
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WR g 和 g: 是 非 线 性 的 ， 只 要 向 量 场 具有 相同 的 一 般 特征 ， 我 们 所 有 的 分 析 结 
果 仍 然 是 对 的 ， 见 图 4-6. 


图 4-6 长 须鲸 zs JEER 一 般 鲸 鱼 问题 的 向 量 场 


fi(z1, zx2)=xigi(rxi, rs) 


fi xi, TX2) = X28 (T1, Xe) 


4.3 离散 时 间 的 动力 系统 


对 某 些 问题 很 自然 取 离 散 的 时 间 变 量 ， 此 时 一 般 微 分 方程 被 它 的 离散 时 间 的 
模式 ， 差分 方程 代替 .离散 的 和 连续 的 动力 系统 之 间 的 关系 是 Ax/At 与 dz/di 的 
关系 ， 因 此 ， 不 论 我 们 假设 时 间 是 离散 的 还 是 连续 的 ， 动 力 系 统 的 特性 常常 被 认 
为 是 大 致 相同 的 . 但是， 这 种 逻辑 推断 忽略 了 重要 的 一 点 ， 每 一 个 离散 时 间 的 动 
力 系 统 都 存在 一 种 时 间 滞后 ， 滞 后 的 时 间 是 时 间 步 长 At 的 长 度 ， 对 动力 非常 强 
的 系统 ， 时 滞 会 导致 出 平 意料 的 结果 . 
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例 4.3 宇航 员 在 训练 中 要 求 用 手动 控制 做 对 接 演习 ， 作 为 这 个 演习 的 一 部 
分 ， 要求 保 持 一 个 正在 运行 的 太空 船 与 男 一 个 正在 运行 的 太空 船 的 相对 位 置 ， 手 
控制 器 提供 了 不 同 的 加 速度 和 减速 度 ， 并 且 在 太空 船上 有 一 个 装置 测量 这 两 个 飞 
船 的 接近 速度 ， 建 议 使 用 如 下 的 策略 进行 飞船 对 接 . 首先 观察 接近 速度 ， 如 果 为 
” 零 ， 则 不 用 再 做 任何 事 ， 否 则 ， 记 住 这 个 接近 速度 ， 再 看 加 速度 控制 器 ， 控 制 加 
速度 使 得 它 与 接近 速度 相反 ，( 即 如 果 接 近 速 度 是 正 值 ， 则 放 慢 ， 如 果 是 负 的 ， 
则 加 快 , ) 且 正比 于 这 个 差 值 ( 即 如 果 发 现 接近 速度 达到 两 倍 时 ， 我 们 将 以 两 倍 的 
速度 刹车 )， 经 过 一 段 时 间 ， 再 观察 接近 速度 并 重复 上 面 步 又 .在 什么 环境 下 这 
个 策略 是 有 效 的 ? 

我 们 将 应 用 五 步 方法 . 设 w 表示 在 时 间 z, 观测 到 的 接近 速度 ，i, 为 第 ”次 
观测 的 时 间 . 设 

AV, 一 Unti — Un 
表示 根据 我 们 的 调整 得 到 的 太空 船 接近 速度 的 改变 ， 记 

At, = ttt — the 
为 两 次 观测 速度 之 间 间 隔 的 时 间 ， 时 间 区 间 自 然 被 分 成 两 部 分 : 调整 速度 控制 器 
的 时 间 和 处 于 调整 与 下 一 次 速度 观测 之 间 的 时 间 ， 记 

At, = cs + Was 
其 中 c, 是 调节 控制 器 的 时 间 ，w, 是 下 一 次 观测 之 前 的 等 待 时 间 . 参数 c, BER 
员 响 应 时 间 的 函数 ，w, 可 任意 设 定 ， 

记 a, 为 第 n 次 调节 后 设 定 的 加 速度 ， 由 初等 的 物理 得 到 
Az = Qp-1Cn 十 Qnr 
控制 规律 要 求 加 速度 正比 于 (一 v,)， 因 此 
a, =— kv,. 


第 一 步 的 结论 总 结 在 图 4-7. 


变量 : 
ty 二 第 nn 次 观测 速度 的 时 间 ( 秘 》 
Un = FE ty 时 刻 的 速度 ( 米 / 秒 ) 
cn 二 执行 第 ”次 控制 调节 的 时 间 ( 秒 ) 
ww 二 第 ?次 调节 后 的 加 速度 ( 米 / 秒 :) 
wn 二 等 待 到 第 n 十 1 次 观测 前 的 等 待 时 间 ( 秒 ) 
假设 : 
tati Stn Eer twn 
Unti = Un Fan- Cn TT ann 
an = — ku, 
Cn >00 
W220 
目标 : 确定 是 否 有 v.70 


图 4-7 对 接 问题 的 第 一 步 结果 
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第 二 步 是 选择 建 模 的 方式 ， 我 们 将 为 这 个 问题 组 建 一 个 离散 时 间 的 动力 
系统 . 
一 个 离散 时 间 的 动力 系统 由 若干 个 定义 在 状态 空间 SCR" 的 状态 变量 (zx; ，…， 
zu) 和 差分 方程 组 构成 
Aa, = fi (ays sry) 
: : (9) 
Ax, = fr (Xi Zn). 
其 中 Az, 表示 在 一 个 时 间 步 长 内 z, 的 改变 量 ， 通 常 取 时 间 步 长 为 1， 这 相当 于 
选择 适当 的 单位 ， 如 果 时 间 步 长 的 长 度 是 变化 的 ， 或 者 这 个 动力 系统 随时 间 变 
化 ， 则 我 们 将 时 间 也 作为 一 个 状态 变量 ， 如 果 设 


L= (Tist, Ln) 
F= (fi,",f,), 
则 运动 方程 可 以 形式 地 写成 
Az = F(z). 


这 个 差分 方程 的 解 是 状态 空间 中 的 一 系列 点 . 
ZX(0) ,x(1) ,rx(2),... 


且 对 所 有 的 n 有 
Az(n) = z(n+1) —2z(m) 
= F(x(n)) 
平衡 态 点 ze 由 
F(x) = 0, 


A, MA, RE z(0) 充 分 接近 r WE 
x(n) —> To 
则 平衡 态 是 稳定 的 . 
将 一 个 解 看 作 状 态 空间 中 的 一 系列 点 ， 向 量 F(z (Cn)) 把 点 zx(z) 连 接 到 点 
Xn 十 1)， BH F(x) 的 图 可 以 反映 出 离散 时 间 动 力 系统 的 行为 . 
例 4.4 设 z=(zi，z)， 考 虑 差分 方程 
Az = 一 Az, (10) 
其 中 >>0， 在 平衡 态 zo 一 (0，0) 附 近 的 解 有 什么 性 质 ? 图 4-8 SRT Y0<a<l 
KARD Fa =r. 显然 z 一 (0，0) 是 稳定 的 平衡 态 ， 每 一 步 都 更 接近 
Zo 现在 我 们 考虑 当 4 变 大 时 将 会 发 生 的 情况 ， 当 X 增 大 时 ， 图 4-8 中 的 每 个 
向 量 将 伸 长 ， 当 41 时 向 量 伸 长 超过 平衡 态 ， 当 4 沁 >2 时 向 量 伸 长 使 得 终点 
x(n 十 1) 实 际 上 比 起 点 xz(n) 更 远离 平衡 态 (0，0)， 此 时 x。 是 一 个 不 稳定 的 平 
衡 态 . - 
这 个 简单 的 例子 清楚 地 说 明了 这 一 事实 : 离散 时 间 的 动力 系统 的 行为 不 总 是 
像 它们 相应 的 连续 时 间 的 系统 一 样 ， 微 分 方程 
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一 六 人 <__ - 
-一 一 下 ! 


图 4-8 例 4.4 的 向 量 场 
filati» Tz ) 一 一 人 Zi 
falis ta) 5 — Àx: 


gz =— ìr (11) 
的 解 具 有 形式 
x(t) = x(0e*, 
并 且 当 \) 之 0 时 原点 是 一 个 稳定 的 平衡 态 ， 类 似 的 差分 方程 (10) 的 行为 上 的 差别 
是 由 于 内 在 的 时 滞 ， 近 似 式 
dr Ax 


— am 一 


dt At 
仅 对 较 小 的 At 有 效 ， 所 谓 较 小 是 相对 zx 对 t 的 灵敏 性 而 言 ， 这 个 近似 式 仅 当 Az 
表示 对 z 的 相对 小 的 变化 时 才 成 立 ， 如 果 不 是 这 样 ， 离 散 的 与 连续 的 系统 之 间 的 
差异 可 能 是 出 乎 意料 的 . 
现在 我 们 回头 讨论 例 4. 3 的 对 接 问题 ， 五 步 方法 的 第 三 步 是 模型 的 公式 化 . 
我 们 将 对 接 问 题 构 造成 一 个 离散 时 间 的 动力 系统 ， 由 图 4-7 我 们 得 到 
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(or Un) = kupi Cn — RUW. 
因此 ， 第 ” 步 速度 的 变化 依赖 于 w。 Av... ALA, WHAM n Piece, =c 
Alw,=w. MEHEKA 
At=c+w 
我 们 并 不 需要 将 时 间作 为 状态 变量 ,但 是 ,我们 确实 应 该 同时 考虑 ww 和 
va-1. 设 
xı (n) = v, 
zn) = Ura. 
计算 
Aa, =— kwx, — kcr, (12) 
AT: = Zi 一 az. 
状态 空间 是 (x ，zz)ER2:. 
第 四 步 是 求解 模型 ， 存 在 一 点 平衡 点 (0，0) 位 于 两 条 直线 的 交点 ， 
kwa, + ker, = 0 
Xi Zz = 0. 
通过 令 Az, =0 和 Ar. 一 0 得 到 稳定 态 方程 ， 图 4-9 给 出 了 向 量 场 的 图 . 
F(x) = (— kwa, — kcz: ,Ti — z3). 
似乎 解 将 趋 于 平衡 态 ， 但 这 一 点 很 难 证 明 . 如 果 &A，c 和 mw 很 大 ， 则 平衡 态 可 能 
不 稳定 ， 这 点 也 同样 难以 证 明 . 

在 数学 研究 中 我 们 经 常 遇 到 不 能 解决 的 问题 .通常 在 这 种 情形 最 好 是 重新 审 
查 我 们 的 假设 ， 并 考虑 是 否 能 够 通过 进一步 简化 假设 将 问题 简化 到 我 们 能 够 解 
决 . 当然 ， 除 非 简化 的 问题 具有 某 些 实际 意义 ， 否 则 简化 的 问题 将 变 成 一 个 毫 无 
意义 且 平 庸 的 练习 . 

在 我 们 的 对 接 问 题 中 ， 我 们 已 将 速度 的 改变 Aw 表达 成 两 部 分 的 和 ， 一 -部 分 
表示 发 生 在 读 速 度 指示 器 与 调节 加 速度 控制 器 之 间 的 速度 改变 ， 假 设 这 段 时 间 很 
短 ， 实 际 上 假设 c 比 w 小 很 多 。 如 果 v, 和 :差别 不 大 ， 近 似 式 

Av, 入 一 kwv, 
应 该 成 立 ， 差 分 方程 

Ax, 一 一 kwx, 
类 似 于 例 4. 4 的 差分 式 ， 对 任意 的 .&w<<2 我 们 将 得 到 一 个 稳定 的 平衡 态 ， 如 果 
Arw<1， 我 们 将 逼近 这 个 平衡 态 ， 而 不 会 越过 它 . 

第 五 步 是 用 通俗 的 语言 分 析 问 题 . 也 许 我 们 只 能 说 我 们 不 知道 答案 ， 但 是 ， 
我 们 可 以 做 得 更 好 些 ， 我们 可 以 这 样 汇报 说 ， 用 初等 的 图 方法 无 法 获得 令 人 完全 
满意 的 解 ， 换 名 话说， 需要 采用 更 巧妙 的 方法 准确 地 确定 在 什么 条 件 下 设置 的 控 
制 策略 才 起 作用 ， 在 两 次 控制 之 间 的 时 间 间 隔 不 是 太 长 ， 并 且 调 节 的 幅度 不 是 太 
大 的 多 数 情况 下 这 个 策略 应 该 确实 有 效 ， 由 于 在 看 速度 指示 器 与 调节 控制 器 之 间 
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图 4-9 前 期 的 速度 r 与 当前 的 速度 zi 所 表示 的 对 接 问题 的 向 量 场 


filers 22) =~ kwari — kcz: 


Soars 22) =X) 22 


有 一 个 时 间 的 滞后 导致 问题 复杂 .因为 在 这 个 时 间 间 隔 实际 的 速度 可 能 变化 ， 同 
时 我 们 正 根据 陈旧 的 和 不 准确 的 信息 操作 . 这样 增加 了 我 们 计算 的 不 确定 因素 . 
如 果 我 们 忽略 时 间 滞 后 的 效应 ，( 如 果 这 个 滞后 很 小 则 是 可 行 的) ， 则 我 们 可 以 得 
到 如 下 一 些 一 般 的 结论 . 

只 要 控制 调节 不 是 太 剧 烈 ， 则 控制 策略 将 起 作用 . 进一步， 两 次 调节 之 间 间 
隔 的 时 间 越 长 ， 调 节 幅 度 必须 越 小 ， 而且， 它们 之 间 呈 反比 ， 如 果 两 次 调节 之 间 
的 间隔 时 间 增 加 两 倍 ， 则 调节 幅度 可 以 减 半 ， 特 别 地 ， 如 果 我 们 每 10 秒 钟 调节 
一 次 ， 则 我 们 可 以 设置 加 速度 控制 在 1/10 的 应 设置 的 速度 值 ， 以 免 超过 目标 速 
度 零 ， 为 了 容许 人 工 和 仪器 的 误差 ， 我 们 应 该 设置 控制 值 稍微 低 些 一 一 比如 ， 速 
度 的 1/15 或 1/20， 更 频繁 的 调节 需要 对 接近 速度 指示 器 更 频繁 的 观测 且 更 注意 
操作 部 分 ， 但 是 确实 可 以 实现 在 控制 之 下 对 更 大 推动 力 的 成 功 管理 ， 这 大 概 是 有 
利 的 . 
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常规 地 我 们 以 灵敏 性 分 析 结 束 对 问题 的 讨论 。 因 为 实际 上 我 们 还 没有 找到 解 
决 问题 的 方法 ， 所 以 我 们 将 这 个 讨论 推迟 到 下 一 章 ， 


4.4 习题 
1. 重新 考虑 例 4. 1 的 树木 问题 .假设 


于 是 平衡 态 如 图 4-2 所 示 . 
(a) 画 这 个 模型 的 向 量 场 . 
(b) 确 定 四 个 平衡 态 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 . 
(c) 两 个 树种 能 否 共存 于 稳定 的 平衡 态 . 
(d) 假 设 经 历 一 场 砍 伐 后 仅 存 几 棵 有 价值 的 硬 材 树 留 在 原 地 ， 关 于 这 两 种 树种 
的 将 来 这 个 模型 能 预测 些 什 么 ? 
2， 重 新 考虑 例 4. 1 的 树木 问题 ， 现 在 假设 


r2 ri 及 rT) r2 
— 了 —_ = 7; 
az by C1 by 


(a) 确 定 在 状态 空间 内 220, 22.50, PEMA E(x, r). 
(pb) 画 此 时 的 向 量 场 . 
(c) 确 定 每 个 平衡 态 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 . 
Cd) 假设 开 始 有 同样 数量 的 硬 材 树 和 软 材 树 .关于 这 两 种 树种 的 将 来 这 个 模型 
能 预测 些 什 么 ? 
3. BRUM 2, 但 现在 假设 
72 rı rı re 
a?o a SB 
A. 在 例 4. 2 鲸鱼 问题 中 我 们 应 用 了 一 个 种 群 增长 的 Logistic 模型 ， 没 有 种 群 间 
相互 竞争 的 种 群 P 的 增长 率 为 


在 这 个 问题 中 我 们 将 采用 较 简单 的 增长 模型 
g(P) = P. 
(a) 两 种 鲸鱼 种 群 能 否 共 存 ? 应 用 五 步 方 法 ， 建 一 个 处 于 定常 态 的 动力 系统 
模型 . . 
〈b) 画 这 个 模型 的 向 量 场 . 确定 每 个 平衡 态 的 位 置 . 
〈c) 确 定 状态 空间 每 个 平衡 态 是 否 稳定 ， 
《d) 假 设 存在 5 000 REAA 70 000 条 长 须鲸 ， 关 于 这 两 种 鲸鱼 的 将 来 这 个 模 
型 能 预测 些 什 么 ? 
5. 在 例 4.2 鲸鱼 问题 中 我 们 应 用 了 一 个 种 群 增长 的 Logistic 模型 ， 没 有 种 群 间 
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相互 竞争 的 种 群 P 的 增长 率 为 


gP = P(1—Z). 


在 这 个 问题 中 我 们 将 采用 较 复杂 的 增长 模型 


g(P) = (ZPP -o(1 $) 


其 中 参数 c 表示 种 群 水 平 的 最 小 值 ， 低 于 这 个 水 平 种 群 将 出 现 负 增长 .假设 

a= 1077 且 最 小 值 的 种 群 水 平 是 蓝 鲸 3 000 条 ， 长 须鲸 15 000 条 . 

(a) 两 种 鲸鱼 种 群 能 和 否 共 存 ? 应 用 五 步 方 法 ， 建 一 个 处 于 定常 态 的 动力 系统 
模型 . 

(b) 勾画 这 个 模型 的 向 量 场 .确定 每 个 平衡 态 是 否 稳定 . 

Cc) (REF LE 5 000 RESA 70 000 条 长 须鲸 ， 关 于 这 两 种 鲸鱼 的 将 来 这 个 模 
型 能 预测 些 什么 ? 

《d) 假 设 我 们 低估 了 蓝 鲸 的 最 小 有 效 种 群 值 ， 这 个 值 实际 上 接近 10 000. 于 是 
两 个 种 群 会 发 生 什 么 变化 ? 

. 重新 考虑 例 4. 2 鲸鱼 问题 ,假设 a 二 10“， 在 这 个 问题 中 考察 捕捞 对 两 种 鲸鱼 

的 影响 ， 设 捕捞 努力 量 为 已 船 /天 ， 导 致 蓝 鲸 的 年 捕捞 量 9Ez 和 长 须鲸 的 年 

捕捞 量 gEx; ， 其 中 假设 参数 g( 捕 捞 能 力 ) 约 为 10 

(a) 在 什么 条 件 下 两 种 鲸鱼 种 群 能 在 目前 的 捕捞 状况 下 持续 共存 ?” 应 用 五 步 方 
法 ， 建 一 个 处 于 定常 态 的 动力 系统 模型 . 

(b) 勾 画 这 个 模型 的 向 量 场 ， 满 足 (a) 的 条 件 . 

(c) 求 使 得 长 须鲸 种 群 减 少 到 现在 的 约 70 000 条 的 最 小 捕捞 量 ， 假 设 在 开始 捕 
捞 前 有 蓝 鲸 150 000 条 、 长 须鲸 400 000 条 . 

(d) 如 果 继 续 按 (c) 给 定 的 努力 量 捕捞 这 两 个 种 群 将 发 生 什 么 变化 ?” 画 出 此 时 
的 向 量 场 . 这 就 是 导致 国际 捕 鲸 协会 (ITWC) 号 召 国际 禁止 捕 鲸 的 原因 . 

， 蓝 鲸 最 喜欢 的 一 种 食物 是 所 谓 的 磷 是 .这些 极 小 的 虾 状 动物 被 大 量 地 吞噬 ， 

为 巨大 的 鲸鱼 提供 主要 的 食物 来 源 ， 磷 是 的 最 大 饱和 种 群 为 500 吨 /英亩 4 

缺少 捕食 者 ， 环 境 不 拥挤 时 ， 磷 是 种 群 以 每 年 25% 的 速率 增长 ， 磷 虾 500 吨 / 

英亩 可 以 提高 蓝 鲸 2% 的 年 增长 率 ， 同 时 150 000 条 蓝 鲸 将 减少 磷 虾 10% 的 年 

WK, 

(a) 确定 鲸鱼 与 磷 虾 是 否 可 以 在 平衡 态 共存 ， 应 用 五 步 方法 ， 建 一 个 处 于 定常 
态 的 动力 系统 模型 . 

(b) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 ， 确 定 每 个 平衡 态 是 否 稳定 . 

《c) 描 述 两 个 种 群 随时 间 的 变化 .假设 初始 状态 为 蓝 鲸 5 000 FR BEAR 750 吨 / 
英亩 . 

(d) 对 (c) 得 到 的 结论 如 何 敏 感 地 依赖 磷 虾 25% 的 年 增长 率 的 假设 ? 


8. WEAK. 红 队 具有 3 比 1 的 数量 优势 ， 但 蓝 队 训练 有 素 且 装备 较 好 ， 分 别 
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10. 


ll, 


RAB 记 为 红 队 和 蓝 队 力量 的 水 平 ， 战斗 的 Lanchester 模型 规定 
R’ =~ aB —6RB 
B’ =— cR — dRB, 

其 中 第 一 项 考虑 到 直接 战斗 (指向 特殊 目标 )， 第 二 项 考虑 区 域 战 斗 ( 例 如 炮 

HNMR. 假设 蓝 军 比 红 军 的 武器 的 有 效 性 高 ， 即 gc>c 和 8 之 4d， 但 是 武器 

的 有 效 性 达到 什么 样 的 优势 才 足 以 抵消 3 : 1 的 人 数 优 势 ? 

(a) RI a=Ac Mb=Ad, HENA 确定 4 的 近似 下 界 以 使 得 蓝 军 获 胜 . 
应 用 五 步 方法 ， 建 立 一 个 动力 系统 . 

(b) 在 (a) 部 分 假设 红军 具有 n :1 的 人 员 优 势 . 讨论 在 (a) 部 分 所 得 结果 对 参 
数 nE (2，5) 的 灵敏 性 . 

下 面 这 个 简单 的 模型 打算 描述 供求 动态 关系 .， 设 P 表示 一 个 商品 的 出 售 价 ， 

Q 表示 这 种 商品 的 产量 .供给 曲线 Q= ACP) 表 明 在 给 定价 格 时 为 取得 最 大 利 

润 应 该 生产 的 商品 产量 ， 需 求 曲线 P=g(Q) 表 明 在 给 定 生 产量 时 ， 为 取得 商 

品 的 最 大 效用 ， 应 确定 什么 样 的 出 售 价 . 

(a) 选 择 一 个 商品 ， 对 供给 曲线 Q= f(P) 和 需求 曲线 P=g(Q) 的 形状 做 出 一 
个 有 根据 的 推测 . 

(b) 运 用 (a) 的 结果 确定 P AQ 的 平衡 点 . 

(4c) 假设 PP 将 趋向 于 由 需求 曲线 确定 的 水 平 ， 而 Q 将 趋向 于 由 供给 曲线 确定 
的 水 平 ， 基 于 这 些 假设 建立 一 个 动态 模型 . 

(d) 根 据 你 的 模型 ， 平衡 态 是 否 稳 定 ? 采用 离散 时 间或 连续 时 间 的 模型 是 否 有 
区 别 ? 〈 经 济 学 家 为 了 表现 时 间 滞 后 的 效应 通常 采用 离散 时 间 模 型 . ) 

Ce) 对 在 (a) 中 所 采用 的 假设 做 一 个 灵敏 性 分 析 ， 考 虑 稳定 性 . 

一 个 拥有 100 000 成 员 的 群体 遭受 一 场 很 少 致命 的 疾病 ， 受 害 者 将 对 这 种 疾 

病 具有 免疫 力 . 仅 当 一 个 易 感 者 直接 与 一 个 病人 接触 时 才 发 生 传染 ， 传 染 周 

期 约 为 三 星期 上 星期 有 18 个 新 病例 报告 .这 周 有 40 个 新 病例 .由 于 过 去 

的 感染 ， 估 计 这 个 群体 的 30% 成 员 具 有 免疫 力 . 

(a) 最 终 被 感染 的 病人 数 是 多 少 ? 应 用 五 步 方 法 ， 并 建立 一 个 离散 时 间 的 动 
力 系统 . 

(b) 估计 每 一 周 的 最 大 的 新 发 病人 数 . 

(c) 设 计 一 个 灵敏 性 分 析 研 究 在 (a) 中 给 出 的 假设 ， 那 些 假设 没有 经 实际 数据 
检验 . 

(gd) 对 上 星期 所 报告 的 新 病例 数 18 做 一 个 灵敏 性 分 析 ， 这 是 由 于 考虑 到 前 几 
周 的 被 漏 报 的 传染 病例 . 

重新 考虑 例 4. 3 对 接 问 题 ， 现 在 假设 c=5 HP, w=10 HAM R=. 02. 

(a) 假 设 初 始 的 接近 速度 为 50 米 / 秒 ,计算 由 模型 预测 的 速度 值 w，w，w，……. 
对 接 过 程 是 否 成 功 ? 
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(b) 计 算 (a) 的 解 的 一 个 简单 易 行 的 方法 是 利用 具有 性 质 x(n +1) =G(2(n)) 
的 函数 GO =r HF ER. 求 这 个 问题 的 迭代 函数 ， 并 用 它 重 新 计算 
(a). 

COM z(0) 王 (1，0) 开 始 计算 解 zx(1)，z(2)，z(3)，…， 重复 上 面 过 程 从 
x(0)=(0, DFX. 当 =”ce 时 解 将 如 何 变化 ? 这 是 否 意味 着 平衡 态 
(0，0) 的 稳定 性 ? [提示 : 所 有 可 能 的 初始 状态 z(0) 二 (a,， 65) 可 以 写成 
向 量 (1，0) 和 (0，1) 的 线性 组 合 ， 而 且 GHB z 的 线性 函数 . ] 

(d) 是 否 存在 满足 CCz) =r, A 是 一 个 实数 的 状态 z? 如 果 存 在 ， 以 这 个 状 
态 为 初始 状态 ， 这 个 系统 将 发 生 什么 变化 ? 


4.5 进一步 的 阅读 文献 


Bailey, N. (1975). The Mathematical Theory of Infectious Disease, Hafner Press, 
New York. 

Casstevens, T. Population Dynamics of Governmental Bureaus, UMAP module 494. 

Clark, C. (1976). Mathematical Bioeconomics: The Optimal Management of Renew- 
able Resources, Wiley, New York. 

Giordano, F. and Leja, S. Competitive Hunter Models, UMAP module 628. 

Greenwell, R. Whales and Krill: A Mathematical Model, UMAP module 610. 

Greenwell, R. and Ng, H. The Ricker Salmon Model, UMAP module 653. 

Hirsch, M. and Smale, S. (1974). Differential Equations, Dynamical Systems, and 
Linear Algebra, Academic Press, New York. 

Horelick, B., Koont, S., and Gottleib, S. Population Growth and the Logistic Curve, 
UMAP module 68. 

Horelick, B. and Koont, S. Epidemics, UMAP module 73. 

Lanchester, F., Newman, James R., Ed. (1956). Mathematics in Warfare, The World 
of Mathematics, Vol. 4, pp. 1240-1253, Simon and Schuster, New York. 

May, R. (1976). Theoretical Ecology: Principles and Applications, Saunders, Phila- 
delphia. 

Morrow, J. The Lotka-Volterra Predator-Prey Model, UMAP module 675. 

Sherbert, D. Difference Equations with Applications, UMAP module 322. 

Tuchinsky, P. Management of a Buffalo Herd, UMAP module 207. 


第 5 章 动态 模型 分 析 


在 这 一 章 中 我 们 考虑 某 些 广泛 应 用 于 分 析 离 散 和 连续 时 间 动 态 系统 的 技巧 . 
除 一 些 特殊 情况 外 ， 这 些 方法 并 没有 导出 精确 解析 解 . 精确 的 解析 方法 更 适合 在 
微分 方程 课程 中 讨论 .无论 如 何 ， 对 实际 中 提出 的 绝 大 多 数 动态 系统 模型 用 任何 
已 知 的 技巧 都 不 可 能 导出 精确 解 . 在 这 一 章 ， 我 们 将 展示 能 够 被 应 用 于 分 析 绝 大 
多 数 动态 模型 的 方法 .即使 在 精确 的 解析 解 不 可 能 获得 的 情况 下 ， 这 些 方法 仍 可 
以 提供 关于 动态 系统 性 质 的 重要 的 定性 信息 . 

5.1 特征 值 方法 

当 一 个 动态 模型 的 方程 是 线性 的 时 ， 我 们 可 以 获得 精确 的 解析 解 . 尽管 在 实 
际 生 活 中 线性 动态 系统 几乎 不 存在 ， 但 多 数 动 态 系 统 至 少 在 局 部 上 可 以 被 线性 系 
Hiei. 这 样 的 线性 逼近 ， 特 别 是 在 一 个 孤立 平衡 点 的 邻 域 内 ， 为 许多 最 重要 的 
适合 于 动态 建 模 的 分 析 技 巧 提供 了 基础 . 

例 5.1 再 次 考虑 例题 4. 1 的 树木 问题 . 假设 硬 材 树 每 年 增长 率 为 10% ， 软 
材 树 每 年 增长 率 为 25%.， 一 英亩 林地 可 以 提供 大 约 10 000 吨 的 硬木 或 6 000 吨 的 软 
木 ， 竞 争 的 程度 还 未 从 数值 上 确定 ， 两 种 类 型 的 树 能 否 共存 于 一 个 稳定 的 平衡 态 ? 

五 步 方 法 的 第 一 步 被 列 在 图 4-1， 对 这 个 特定 的 情况 我 们 得 到 

ri = 0.10 
ro = 0.25 


0. 10 
10 000 


0. 25 
6 000° 


第 二 步 选择 建 模 的 方式 ， 包 含 分 析 的 方法 .我 们 将 通过 特征 值 方法 分 析 这 个 非 线 


a, 一 


ag 一 


假设 我 们 有 一 个 动态 系统 x 二 F(x)， 其 中 x 二 (x1 ，…，Zx,) 是 状态 空间 SC 
R" 的 一 TCH 而 且 F=f; e, fa). 一 个 点 ZzoES 是 一 个 平衡 态 或 稳定 态 


当 且 仅 当 F(zxo) 二 0. 已 有 定理 表明 如 果 和 矩阵 
9 fi/ 3 xı lxo)" Tafal 2 Eala) 
A= : : (1) 
9 fah 9x, (ay) 8 fa/ AX, (Xo) 
的 特征 值 全 都 具有 负 实 部 ， 则 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 有 一 个 特征 值 具 有 正 实 
部 ， 则 这 个 平衡 点 是 不 稳定 的 ， 对 其 他 情况 ( 纯 庶 特征 值 ) 这 种 检验 是 不 确定 的 
(参考 [Hirsch 和 Smale, 1974], p. 187). 
特征 值 方法 基于 线性 逼近 ， 尽 管 x’=F(z) 是 非 线 性 的 .在 平衡 点 的 邻 域 内 
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我 们 将 有 
F(x) œ= Alz — z) 

ROREP A SRA-T+ERRAS, KLSEMERRAT P RNA D R EB 
近 是 同样 的 ， 有 些 作 者 称 和 矩阵 DF JANRI HE. RH UE 
是 x =Azr 的 稳定 的 平衡 态 时 ( 即 ，z 是 x' 二 A(x 一 zo) 的 稳定 的 平衡 态 )，zx。 同样 
也 是 xz’ 二 F(z) 的 稳定 的 平衡 态 ， 因 此 只 要 了 解 线 性 系统 情形 的 特征 值 检验 即 可 . 

毫 无 疑问 ， 在 微分 方程 的 人 门 课 程 中 你 曾经 解 过 某 些 线性 微分 方程 ， 并 且 你 
可 能 也 知道 解 与 特征 值 之 间 的 关系 例如， 如 果 Au=Xu( 即 是 A 的 属于 特征 值 
A 的 特征 向 量 )， 则 a(t) ==we* 是 初 值 问 题 

z = Ar, x(0)=. 
的 一 个 解 ， 事实 上 可 以 写 出 nXn 线性 微分 方程 组 的 通 解 ， 虽 然 这 样 做 相当 复杂 
并 且 需 要 大 量 的 线性 代数 知识 .但 是 ， 这 样 做 的 好 处 是 可 以 对 解 的 性 质 有 个 一 般 
的 描述 ， 这 个 定理 说 明 微 分 方程 r == Az 的 任意 解 z() 的 每 个 分 量 都 是 形 如 
tie“cos(bt), tte” sin(at) 

的 函数 的 线性 组 合 ， 其 中 atib EA 的 特征 值 (如 果 特 征 值 是 实 的 ， 则 5=0)， 并 
且 上 是 一 个 小 于 的 非 负 整数 ， 从 这 个 一 般 性 的 描述 容易 得 到 ， 原 点 是 方程 组 
x' 一 Az 的 渐 近 稳定 的 平衡 态 当 且 仅 当 每 一 个 特征 值 a 土 i 都 有 a 一 0 (参考 
[Hirsch 和 Smale, 1974], p. 135). 

当然 特征 值 方法 的 成 功 应 用 要 求 我 们 能 够 求 得 出 特征 值 ， 对 简单 的 情况 ( 例 
W, ER 上 ) 可 以 用 手 算出 特征 值 ， 或 者 借助 于 计算 机 代数 系统 ， 否 则 我 们 将 不 
得 不 依赖 逼近 的 方法 ， 幸运 的 是 有 计算 nXn 矩阵 特征 值 的 数值 分 析 软 件 包 ， 它 
对 大 多 数 情况 都 非常 有 效 ( 例 如 ，Press(1986) ). 

回 到 例 5. 1， 由 4. 1 节 可 知 ， 在 点 


riaz: — 726, 


D 


air: — bar, 


Xl 一 


T: = 


有 一 个 平衡 态 ， 其 中 

D = (ajaz — 6,82). 
我 们 已 经 确定 了 a, as n Arn 的 值 , 但 没有 给 定 b Mb: 的 值 ， 我 们 仍 假设 
ba. ERTER 6; 二 a;/2， 则 平衡 点 的 坐标 是 zo 二 (x? ，z?)， 其 中 


zx? = 28 000 20 ~ 9 333 


(2) 
= oe ~ 1 333. 
动态 系统 方程 是 r =F), 其 中 F=(fi> f) B 


_ 0.10 , 0.05 
fila +22) = 0. 1021 — 75-5557! — 10 000 


XH T2 


155 
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0.25 , 0.125 


f: (x) 9X) = 0. 25x? 一 6 0007? $ 000 


T1 T2. (3) 


偏 导数 是 
af, _20000-z, xXxi 
az, 200 000 50 000 
a fi — TX 
az 200 000 
(4) 
9 fz — 一 Ta 
a2, 48 000 
9 fe — T _ T? 1 
az, 48000 12 000 | 4° 
计算 偏 导数 (4) 在 平衡 态 点 (2) 的 值 ， 且 将 其 代 回 (1) 式 ， 我 们 得 到 
一 7 一 ?7 
75 150 
A= . (5) 
二 1 二 1 
36 18 
这 个 2X2 SRM REED EB 
7 7 
1 1 ` 
36 ĉ tis 
的 根 ， 计 算 行列 式 我 们 得 到 方程 
1 8004? + 268A +7 _ 0 
1 800 , 
从 而 得 到 
一 67 士 V1 339 
A 900 : 
因为 两 个 特征 值 都 具有 负 实 部 ， 所 以 这 个 平衡 态 是 稳定 的 . 
对 连续 时 间 动 态 系统 的 特征 值 检 验 需要 少许 的 计算 .这 是 计算 机 代数 系统 的 


一 个 恰当 的 应 用 . 图 5-1 解释 了 运用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 对 这 个 
问题 执行 的 第 四 步 计算 . 

最 后 我 们 进行 第 五 步 . 我 们 已 经 发 现 硬 材 树 与 软 材 树 可 以 共存 于 一 个 平衡 
态 ， 在 一 个 成 熟 的 、 稳 定 的 树林 中 每 英亩 大 约 有 9 300 吨 硬木 树 和 1 300 吨 软 木 
树 。 这 个 结论 基于 对 两 类 树种 之 间 竞 争 程度 的 近似 合理 的 假设 .灵敏 性 分 析 的 推 
导 将 确定 这 些 假 设 对 我 们 初步 结论 的 影响 . 

为 做 灵敏 性 分 析 ， 我 们 仍 假设 5; 二 ta;， 且 将 放松 假设 :=1/2， 条 件 

b; <a; 


BRS O<t<0.6. PM MMR (ol, pE 
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0 (= 000 — 6 222r) 


1-2 
Q=) (6) 
o ( 000 — 10 200r) 
2 (1— 2:) 
Infl]: fl=xl/10- (x1^2/10)/10000 - (5 x1x2/100)/10000 
Out [1] - xl’ __x2xl xl 
ukit! -100000 200000 * 10 
In[2]: £2=25%2/100 - (25%242/100) /6000 - (125 x1x2/1000) /6000 
Out [2] - x2“ _ Xlx2 x2 
H 24000 48000 4 
In[3]: s=Solve[(£1/x1l«=0, £2/x2 ==0), (x1, x2)]} 
Out {3] {{x1 28002, 24000 | 
In[4]: £= (£1, £2) 
out (4) l- x1“ __X2x1 ,XL x2° _X1x2 x2 
u 100000 200000 10° 24000 48000 4 
In[5]: df = (D[£, x1], D[f, x2]) 
. xL _ x2 1 7 x2 
50000 200000 10 48000 
Out [5] 
_ x1 E x1 _ x2 1 
200000 48000 120004 
In[6): . 
7 1 
Out [6] -375 4H- 二 |) 
In{7]: Bigenvalues[((-7/75, -1/36), (-7/150, -1/18))] 
1 1 
Out [7] {gig (-67- vE, be 1-07 VID) | 
图 5-1 运用 计算 机 代数 系统 MATHEMATICA 对 人 树木 问题 第 四 步 的 计算 
这 个 系统 的 微分 方程 是 zi: = fils z), Hp 
0. 102? 0. 10tx, £ 
filer +22) = 0.1021 — 5000 — “Fo 000 (1) 
0. 2523 0. 25trlzs 
， = 0. 25 
fe Cti saa) T2 6 000 6 000 
且 偏 导数 是 
3 fı _ 10 000—tr: z 
9 Zi 100 000 50 000 
afi — Tee 
9 Xə 100 000 
(8) 
af -TH 
9 Xi 24 000 
a fz — tr, Xz 十 
9 X 24 000 12 000 4° 
计算 在 平衡 点 (6) 的 偏 导 数值 (8) 并 将 其 代 回 (1) 式 得 到 
5— 3t t(5 — 3t) 
50 — 1) 50 — 1) 
(9) 


t(3 — 5t) 3 一 5 
12? —1) 122 — 1) 
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为 找 特 征 值 我 们 必须 求解 的 特征 方程 是 


me neal lre- [me] 0 


解 方 程 (10) 得 到 4 的 两 个 根 
1432 — 105 十 V9 000r* — 20 40023 + 20 44922 — 9 630: + 2 025 


A= 


600(1 — £ 
o¢ ) (11) 
= 143t — 105 —./9 000r — 20 4002° + 20 4497 — 9 6301 + 2 025 
? 600(1 — t) 


图 5-2 说 明 如 何 运 用 计算 机 代数 系统 MAPLE 计算 这 个 问题 的 特征 值 ， 当 计算 很 
复杂 ， 并 且 全 部 用 手 算 会 增加 犯错 误 的 风险 时 ， 这 类 问题 计算 机 代数 系统 特别 有 
效 ， 大 多 数 计算 机 代数 系统 带 有 图 形 工具 .图 与 代数 的 结合 对 现在 的 这 类 问题 是 
重要 的 ， 画 一 个 图 经 常 是 解 不 等 式 的 最 容易 的 方法 . 


[ > with(linalg): 
aw =x1/10- (x1^2/10)/10000- (t#x1#x2/10)/10000; 
1 
:= —— x? - 4 txlix2 
To ** ~ Ta0000 100000 “Xi* 
pe + 2254x2/100- (254#x242/100) /6000~ (25et«x19x2/100) /6000; 


_i 
x? - 一 一 一 上 XI 
~ 24000 24000 xi x2 


> dfldxl:=diff(£1,x1); 
1 1 1 
oe — tx 
dfidxi := 75 - 50000*! 100000" * 
> df1dx2:=điff(f1,x2); 


dfidx2:=- 1 


100000 € *? 
> d£2dx1: =di ££ (£2,x1); 
1 
Gx1 := -—=— t x2 
df2dx1 := -zy tx 
> df2dx2:=diff (f2,x2); 
1 


1 1 
dx2 := 二 - 2- 
df2dx2 t= 3 -T3000 * ~ 34000 © *! 


s {x2= 2000 


, X1= 2000 — 


—34+5et -S+3t 
-1+t? 


1+ t? 
> assign(s); 
me fase af1dx2)], (df2dx1,d£2dx2]}); 
1 -5+3t 1 t(-3+5t) 1 t(-5+3t) 
25 -14+t? -1+ t? 50 -1+t? 
1 t(-3+-5t) 1-3+5t 1 t(-5+3t) 
“12 ~l+t? 
> stguavate (A); 
1- 1-286 t+ 210+ 2V20449 t- 9630 t+ 2025 -20400 E s3000 ri 
600 t? - 600 


1 -286 t +210 -2V20449 t? - 9630 t + 2025 -20400 t?+ 9000 t 


600 £? - 600 


= tesolve ({£1/x1=0, £2/x2=0}, {x1,%2}); 
L 


图 5-2 运用 计算 机 代数 系统 MAPLE 对 树木 问题 作 灵 敏 性 分 析 计 算 
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图 5-3 Ha T A, Ma, Be 在 区 间 0 二 :二 0.6 上 的 变化 ， 从 这 个 图 我 们 可 以 看 
Fj, a MA. 总 是 负 的 ， 因 此 不 论 竞争 程度 如 何 ， 平衡 态 总 是 稳定 的 . (如 果 你 做 
第 4 章 的 练习 1， 从 图 的 分 析 你 大 概 会 得 出 相同 的 结论 . ) 


特征 值 


5-3 在 树木 问题 中 特征 值 和 Ma, 依赖 于 参数 :的 变化 的 图 


_ 143t 一 105 十 V9 0002‘ — 20 400 +20 4492? —9 6304+2 025 
Ài 600(1—2) 


_ 143t—105— V9 000 — 20 4008 +20 4492 —9 630r-+2 025 
àz 600(1— £) 


5.2 对 离散 系统 的 特征 值 方法 


前 一 节 的 方法 仅 适 用 于 连续 时 间 的 动态 系统 ， 在 这 一 节 中 我 们 将 对 离散 时 间 
的 动力 系统 的 稳定 性 分 析 展 示 类 似 的 方法 . 我们 分 析 的 基础 仍 是 线性 逼近 ， 结 合 
特征 值 的 计算 . 

例 5.2 重新 考虑 例题 4. 3 的 对 接 问 题 ， 现 在 假设 需要 5 分 钟 进行 控制 调节 
和 外 加 10 分 钟 从 其 他 工作 再 次 转向 观测 速度 指示 器 .在 这 些 条 件 下 ， 我 们 的 调 
整 速度 的 策略 将 会 成 功 吗 ? 

五 步 方法 的 第 一 步 总 结 在 图 4-7 中 .现在 我 们 假设 c= 二 5，w, 一 10， 此 时 令 
k=0. 025 后 面 我 们 将 进行 对 的 灵敏 性 分 析 . 

第 二 步 是 选择 建 模 的 方法 ， 包 括 求 解 方 法 ， 我 们 将 运用 特征 值 方 法 . 

给 定 一 个 离散 时 间 的 动力 系统 ， 

Az = F(x) 
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其 中 z==(z1，…，xs) 和 下 二 (ff ，…， fod. BINT M—PER BE, 
G(x) = z+ F(x). 
序列 zx(0) ，z(1) ，z(2)，… 是 该 差分 方程 组 的 解 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 有 
a(n+1) = G(x(n)) 
一 个 平衡 点 ze 由 它 是 函数 G(x) 的 不 动 点 这 一 事实 刻画 ， 即 Ger) = zo. 
已 有 定理 说 明 一 个 平衡 点 ze 是 ( 渐 近 ) 稳 定 的 如 果 偏 导数 矩阵 
gazi(z) … Ag, / Aa, (x) 
A= : : (12) 
3 gal I LCT) … dg/9 r(xro) 
的 每 一 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1. 如果 特 征 值 是 复数 atib, RNB RAH 
绝对 值 是 (a’ 十 所)'， 对 稳定 性 的 这 种 简单 检验 类 似 于 展示 在 前 一 小 节 对 连续 时 
间 动 力 系 统 的 特征 值 检验 (参见 [Hirsch 和 Smale, 1974], p. 280). 
与 连续 情况 一 样 ， 对 离散 时 间 动 态 系统 的 特征 值 检验 也 基于 线性 逼近 ， 尽 管 
选 代 函 数 G(z) 是 非 线 性 的 ， 在 平衡 点 z。 的 邻 域内 ， 我 们 有 
G(x) ~ Alr — x) 
换 句 话说 选 代 函数 G 在 平衡 点 z。 的 邻 域内 的 性 质 近 似 于 线性 函数 Ar 在 原点 附 
近 的 性 质 ， 因 此 原来 非 线性 系统 在 平衡 点 ze 的 邻 域内 的 性 质 近 似 于 线性 离散 时 
间 动 力 系统 ， 它 由 迭代 函数 
x(n+1) = Ax(n) 
在 原点 邻 域内 确定 ， 这 个 线性 逼近 保证 了 如 果 原 点 是 线性 系统 的 稳定 的 平衡 
态 ， 则 zx。 是 原 非 线性 系统 的 稳定 的 平衡 态 ， 因 此 只 需要 讨论 线性 系统 的 稳定 
性 条 件 . . 
— TERE ATE, MENEN rA Ar >0. 已 有 定理 表明 如 
REE A 的 每 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1， 则 A 是 一 个 线性 压缩 (参见 [Hirsch 和 
Smale, 1974], p. 279). 因此 ， 当 A 的 所 有 特征 值 的 绝对 值 小 于 1 时 ， 原 点 是 
由 A 迭代 生成 的 离散 时 间 动 力 系 统 的 稳定 的 平衡 态 ， 我 们 用 一 个 简单 的 情况 解 
释 这 个 结果 的 证 明 . 假设 对 所 有 的 x 有 Azr=X+， 则 是 A 的 一 个 特征 值 ， 且 每 
个 非 零 向 量 z 是 属于 4 的 特征 向 量 . 对 这 种 简单 情况 我 们 总 有 
x(n +1) = Ar(n) = àz (n) 
于 是 原点 是 稳定 的 平衡 态 当 且 仅 当 | 4 | <1. 
现在 我 们 回 到 对 接 问题 ， 第 三 步 是 列 出 这 个 模型 使 得 在 第 二 步 确定 的 方法 可 
以 被 运用 ， 此 时 我 们 已 有 一 个 以 zs 一 (0，0) 为 平衡 态 的 线性 系统 ， 和 迭代 函数 是 
CCziyzz) = e+ Flai sz) 一 (glyg2) 
其 中 | 
gı (z112) = 0.82, — 0. 1x, 


g: (xı 9X2) = T]. 
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继续 第 四 步 ， 我 们 计算 


四 0.1 | 
=0 
一 1  A-—o 
或 允 一 0.8A 十 0.1=0， 由 此 我 们 获得 
ya tt 
10 7 


这 是 "一 2 个 不 同 的 特征 值 ， 两 者 都 是 实数 且 位 于 一 1 和 十 1 之 间 . 因此 这 个 平衡 
AS xo = 0 是 稳定 的 ， 对 任意 的 初 值 我 们 将 得 到 z(t) 一 (0，0). 
第 五 步 是 用 通俗 的 语言 叙述 我 们 的 结果 . 我 们 假设 控制 调整 的 时 间 间 隔 为 
15 秒 钟 : 5 秒 钟 调整 和 10 秒 钟 松弛 .运用 一 个 1 : 50 的 修正 因子 ， 我们 可 以 保 
证 我 们 控制 比例 方法 成 功 ， 实 际 上 ，1 : 50 的 修正 因子 是 指 如 果 速 度 指示 器 读数 
为 50 米 / 秘 我 们 将 设 加 速度 控制 为 一 1 米 / 秒 *， 如 果 读 数 是 25 米 / 秒 ， 我 们 设 控 
制 为 一 0. 5 米 / 秒 * ， 等 等 . 
下 面 是 对 参数 & 的 灵敏 性 分 析 . 对 一 般 的 有 给 定 的 迭代 函数 为 G=(g,，gi) 
其 中 
gı CTi sz) = (1-10) x, — 5kr, 
E: (2122) = Xl 


由 此 导出 特征 方程 
à? —(1—102)A+5k = 0. 

特征 值 为 

a, = (i= 10k) +C — 10k)? = 20k 

: (13) 
— (l= 10k) —/T = 10k)? — 20k 

à: = 5 . 

在 (13) 式 中 根 号 下 的 量 在 
_ 4 一 V12 _ 
ky = Sh ~ 0. 027 

和 


20 

之 间 取 负 值 ， 图 5-4 ERT Ar 和 Xs 在 区 间 O<A<Ak, 上 的 图 形 ，。 从 这 个 图 中 可 以 
看 出 这 两 个 特征 值 的 绝对 值 小 于 1. 因此 在 这 整个 区 间 上 平衡 态 (0，0) 是 稳定 
的 。 当 ,<< 之 ks 时 两 个 特征 值 都 是 复数 ， 稳 定性 条 件 为 

[eet [Pee K1 (14) 
由 此 导出 &<1/5. 图 5-5 BRT A Ma. 对 应 于 kk, 的 图 形 ， 显 然 对 所 有 的 上 
较 小 的 特征 值 4; 具有 大 于 1 的 绝对 值 . 总 之 ， 只 要 &<<0. 2 或 者 至 少 有 一 个 1:5 
的 修正 因子 ， 这 个 方法 就 能 够 成 功 地 调节 速度 ， 当 然 能 知道 取 什 么 值 是 最 有 效 
的 也 是 有 意义 的 ， 我 们 将 这 个 问题 留 做 练习 . 


特征 值 


图 5-4 在 对 接 问 题 中 特征 值 X 和 4 对 应 于 控制 参数 上 变化 的 图 : O<k<k, 情形 
_ 1—10k) + vV(1—10k) — 20k 
A 2 


— =10k) — VO—10k)’—20k 
a 


图 5-5 在 对 接 问题 中 特征 值 MX 和 2 对 应 于 控制 参数 变化 的 图 : kk, 情形 
a = A= 10k) + WO 10k)? — 20k 
! 2 


a _ (1—10k)— /C1—10k)? — 20k 
2 


2 
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53 相 图 


在 5. 1 节 我 们 引入 了 特征 值 检验 考察 连续 时 间 动 态 系 统 的 稳定 性 ， 这 个 检验 
基于 在 一 个 孤立 的 平衡 点 的 邻 域内 的 线性 逼近 的 想法 . 本 节 我 们 将 说 明 这 个 简单 
的 想法 如 何 用 于 获得 一 幅 描述 动态 系统 在 平衡 点 附近 的 性 质 的 图 像 ， 然 后 该 信息 
与 向 量 场 的 勾画 一 起 运用 ， 从 而 获得 在 整个 状态 空间 上 动态 行为 的 图 形 描述 ， 称 
此 图 为 相 图 ， 相 图 在 非 线 性 动态 系统 分 析 中 是 重要 的 ， 因 为 在 多 数 情 况 下 不 可 能 
获得 精确 的 解析 解 ， 在 这 一 节 的 结尾 我 们 将 对 离散 时 间 动 态 系统 类 似 技 巧 给 出 简 
短 讨论 ， 这 些 技巧 同样 是 基于 线性 逼近 的 想法 ， 

例 5.3 考虑 图 5-6 中 的 电路 图 ， 电 路 由 一 个 电容 ， 一 个 电阻 和 一 个 电感 器 
构成 一 个 简单 闭路 ， 电 路 中 每 个 元 件 的 作用 由 在 这 个 回路 中 的 电流 和 电压 之 间 的 
关系 表示 ， 一 个 理想 的 物理 模型 给 出 这 个 关系 


duc _ ， Dx 
C dt = ic BA) 


ur = flir) (ERE) 

L ti =u ($R) 
其 中 v 表示 电容 上 的 电压 ，i 表示 经 过 电阻 的 电流 ， 等 等 ， 称 函数 /(x) 为 电阻 
的 z 特征 .在 古典 的 RLC 电路 理论 中 我 们 假设 f(x) =Rz， 其 中 尺 表 示 电 有 阻 . 
基 尔 霍 夫 电 流 律 说 明 进入 一 个 节点 的 电流 之 和 等 于 流出 电流 之 和 ， 基 尔 霍 夫 电 压 
律 说明 闭 路 上 所 有 电压 差 之 和 为 零 ， 对 情形 L=1, C=1/3 0 fC) =r t+4r 确 
定 这 个 电路 随时 间 变 化 的 行为 . 


图 5-6 例题 5.3 的 RLC 电 路 图 


我 们 将 应 用 五 步 方 法 .第 一 步 的 结果 总 结 在 图 5-7 中 ， 第 二 步 选择 建 模 方法 ， 我 
们 将 运用 连续 时 间 动 态 系 统 为 此 问题 建 模 ， 并 对 其 通过 勾画 完整 的 相 图 进行 分 析 . 
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设 我 们 有 一 个 动态 系统 z=F(z) 其 中 z=(z，…，z) 且 下 在 平衡 点 ro。 的 
邻 域内 有 一 阶 连续 导数 ， 设 A 是 一 阶 偏 导数 矩阵 在 平衡 点 ze 的 值 就 像 (1) 式 所 定 
义 的 那样 ， 前 面 我 们 已 经 提 到 ， 当 xz 在 zx。 附近 时 系统 x' 二 F(z) 的 行为 与 线性 系 


统 xz’ 二 A(z 一 zo) 相 似 ， 现 在 我 们 将 更 具体 地 说 明 . 


vc 二 电容 上 的 电压 
ic 一 过 电容 的 电流 
zR 二 电阻 上 的 电压 
让 一 过 电阻 的 电流 
or = GAB BEE BY BE 
i = ch A aS E i 
假设 : 
Cdvc /dt= ic 
vR= fCir) 
LdiL /dt= vL 
ic =ig iL 
vc tur +uL =0 
L=1 
C=1/3 
fix) =r? 十 4 
目标 : 确定 六 个 变量 随时 间 变 化 的 性 质 


图 5-7 RLC 电路 问题 的 第 一 步 


一 个 连续 时 间 动 态 系统 的 相 图 就 是 一 个 呈现 了 代表 性 地 选择 的 解 曲 线 的 状态 
空间 草图 ， 对 线性 系统 不 难 画 出 其 相 图 (至 少 在 有 R: 上 )， 因 为 对 线性 微分 方程 组 
我 们 总 能 得 到 其 解 的 表达 式 ， 因 此 我 们 只 需要 对 几 个 初始 条 件 画 出 解 曲线 ， 从 而 
得 到 相 图 ， 我 们 建议 读者 参考 任何 一 本 微分 方程 的 教科 书 以 详细 了 解 如 何 求解 线 
性 微分 方程 ， 对 非 线性 系统 我 们 可 以 应 用 线性 允 近 的 方法 在 孤立 的 平衡 点 邻 域内 
画 出 一 个 近似 的 相 图 . 

同 胚 是 一 个 具有 连续 逆 映 射 的 连续 函数 ， 同 胚 的 概念 必须 与 形状 及 其 一 般 性 . 
质 联 系 起 来 理解 .例如 考虑 平面 内 的 一 个 圆 . 这 个 圆 在 同 胚 映射 

. GR >R 
下 的 像 可 以 是 另 一 个 圆 ， 或 椭圆 ， 或 甚至 是 一 个 方形 或 一 个 三 角形 .但 它 不 会 是 
一 条 线段 ， 那 会 破坏 连续 性 ， 它 也 不 会 是 一 个 形 如 数字 8 的 图 像 ， 因 为 那样 会 破 
坏 G 有 送 映 射 的 性 质 ( 它 必 须 是 一 一 对 应 的 )， 已 有 定理 说 明 如 果 A 的 特征 值 的 
实 部 都 不 为 零 ， 则 存在 一 个 同 胚 G， 它 把 系统 z' 一 Az 的 相 图 上 映射 为 z' 一 FCz) 的 
相 图 ， 使 得 GO) =2,(BW [Hirsch 和 Smale，1974]，p。314)， 这 个 定理 指出 ， 
除了 某 些 扭曲 外 ，z 二 F(x) 在 ze 附近 的 相 图 看 起 来 像 线性 系统 的 相 图 ， 就 好 像 
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我 们 在 一 张 橡 皮 的 纸 上 画 线性 系统 的 相 图 ， 我 们 可 以 任意 地 拉 伸 ， 但 不 能 扯 破 . 
这 是 一 个 非常 强 的 结果 . 它 意 味 着 ， 仅 通过 分 析 线 性 逼近 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 非 
线性 动态 系统 在 孤立 的 平衡 态 附 近 的 行为 的 真实 的 图 像 ，( 适 于 几乎 所 有 的 实际 
目的 )， 为 了 完成 在 状态 空间 其 他 部 分 的 相 图 ， 我 们 要 将 已 经 知道 的 关于 解 在 平 
衡 态 附近 的 性 质 与 向 量 场 草图 所 包含 的 信息 结合 起 来 . 

第 三 步 是 构造 模型 ， 从 考虑 状态 空间 开始 .开始 有 6 个 状态 变量 ， 我 们 可 以 
利用 基 尔 霍 夫 定 律 将 自由 度 的 数目 (独立 状态 变量 的 个 数 ) 从 六 个 减 到 两 个 ， 设 
Xi 二 iR， 注 意 到 同样 有 2 =i Sic. P t: =v: 则 我 们 得 到 


/ 
Ti = U 


代 和 人 得 到 
x 
3 = 
Xz 十 XI 十 4X1 十 Xx1 二 0， 
重新 排列 得 到 
xy =— x] — 421 — x, 
1 (15) 
X? Z 3z. 


现在 如 果 我 们 设 z=(z，zr)， 则 (15) 式 可 以 写成 形式 r =F), 其 中 
F=(f\- ME 
fila 9X2) =— r? 一 4z1 — T? 
felis) = 3x). (16) 
第 三 步 完 成 . 
第 四 步 是 求解 此 模型 ， 我们 将 通过 勾画 完整 的 相 图 分 析 动 态 系统 (15)， 
图 5-8 显示 了 这 个 动态 系统 的 向 量 场 的 MAPLE 图 ， 手 画 这 个 向 量 场 也 是 相当 简 
单 的 ， 速 度 向 量 在 曲线 x 二 x 上 是 水 平 的 , "这 里 xz; 二 0， 而 在 曲线 zx; 二 一 ?一 
4c, 上 是 垂直 的 ， 这 里 zi 二 0， 在 两 条 曲线 的 交点 (0，0) 是 平衡 点 ， 由 向 量 场 难 
以 断定 这 个 平衡 点 是 否 稳 定 . 为 了 获得 更 多 的 信息 ， 我 们 将 分 析 在 平衡 点 (0，0) 
附近 ， 性 质 接近 (15) 的 线性 系统 . 
根据 (16) 式 求 偏 导数 ， 我 们 得 到 
afi 
EEA 
Ifi 
EEJ 
9 fo _ 
3 xi =3 


3f 


9 ta 


=— 327 一 4 


=—] 
(17) 


= 0, 
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计算 偏 导 数 (17) 在 平衡 点 (0，0) 的 值 ， 并 将 其 代 回 (1) 式 ， 我 们 得 到 
一 4 


4 
3 0 


这 个 2X2 和 矩阵 的 特征 值 是 方程 
A+4 1 
aa 
WH. 计算 行列 式 ， 我 们 得 到 方程 
入 十 4 十 3 一 0， 


于 是 有 
À =— 3, 一 1. 
8 | 


+ << 一 4— 后 一 


-0.5 0 0.5 1 1.5 


-1.5 -1 


图 5-8 电压 zs 关于 电流 zi 变化 的 图 显示 了 例 5. 3RLC 电路 问题 的 向 量 场 
Si Cais x)=—x—4r~— zr 


fox» X2) = 32, 


因为 两 个 特征 值 都 是 负 的 ， 所 以 平衡 态 是 稳定 的 . 
为 获得 更 多 的 信息 我 们 将 解 线性 系统 x’ 二 Azx， 此 时 有 
xy 加 一 4 一 1 fa, 
CEG » JE) (18) 
利用 特征 值 和 特征 向 量 解 此 方程 ， 我 们 已 经 求 得 特征 值 = 一 3， 一 1、 为 了 求 相 
应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 我 们 必须 求 方程 | 
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的 非 零 解 。 对 4 二 一 3 我 们 有 
由 此 得 


于 是 
~~ 1 一 3 
Gi 
是 线性 系统 (18) 的 一 个 解 。 对 4 二 一 1 我 们 有 


[Le 
C=O) 
(Je 


是 线性 系统 (18) 的 另 一 个 解 . 则 (18) 的 一 般 解 可 以 写成 
EG eG z 


Heo 和 cs 是 任意 实 常数 ， 图 5-9 显示 了 线性 系统 (18) 的 相 图 ， 这 个 图 通过 对 
选择 的 几 对 常数 值 cl c 画 解 曲线 (19) 而 获得 . 例如 ， 当 ci 二 1 和 c= 二 1 时 ， 
iy 


由 此 得 


于 是 


3e t 


a(t) 一 一 6 一 6 
a(t) 一 e + 3e. 

的 图 ， 我 们 还 附加 上 一 个 线性 向 量 场 的 图 以 便 确 定 解 曲线 的 方向 ， 画 一 个 相 图 时 

必须 用 箭头 标明 流 的 方向 ， 

图 5-10 给 出 了 原 非 线性 动态 系统 (15) 的 完整 的 相 图 ， 这 个 图 的 获得 是 通过 
综合 图 5-8 和 5-9 的 信息 ， 并 且 利 用 了 非 线性 系统 (15) 的 相 图 与 线性 系统 (18) 的 
相 图 同 胚 的 事实 .在 这 个 例子 中 线性 的 和 非 线 性 的 系统 之 间 没 有 太 多 本 质 上 的 
差异 . 

第 五 步 是 回答 问题 .问题 是 描述 RLC 电路 的 行为 . 全体 的 性 质 可 以 用 两 个 


量 描 述 ， 通过 电阻 的 电流 和 电容 上 的 电压 降 ， 不 论 电路 的 初始 状态 如 何 ， 这 两 个 
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05 i Oo 0.5 1 
xi 
图 5-9 电压 r: 关于 电流 zi 变化 的 图 显示 了 对 例 5. 3RLC 电路 问题 
在 (0，0) 附 近 的 相 图 的 线性 逼近 


图 5-10 电压 xz 关于 电流 zx, 变化 的 图 显示 了 例 5. 3RLC 
电路 问题 的 完整 相 图 
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量 最 终 将 趋 于 零 . 进一步 ， 最 终 或 者 电压 是 正 的 且 电 流 是 负 的 ， 或 者 反之 .电流 
和 电压 随时 间 变 化 的 完整 的 描述 见 图 5-10， 其 中 xz; AREN, r 表示 电压 ， 其 
他 感 兴 趣 的 变量 的 性 质 可 以 由 这 两 个 变量 表示 . (图 5-7 给 出 了 详细 的 关系 . ) 例 
W, r 实际 上 表示 了 这 个 回路 上 每 个 分 支 通 过 的 电流 . 

下 一 步 我 们 将 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 便 确定 我 们 假设 中 的 微小 变化 对 我 们 的 结 
论 的 影响 .首先 考虑 电容 C。 在 例子 中 我 们 假设 C=1/3. 现在 通过 让 C 未 定 来 
推广 我 们 的 模型 ， 此 时 取代 (15) 式 ,我 们 得 到 动态 系统 


Ti =~ r ~— 4r1— x 
z 一 并 1 (20) 
C 
现在 有 
万 (zyza) =— T? — 42, — q 
Falat) = a, (21) 


对 1/3 附近 的 C 值 ，(21) 式 的 向 量 场 基 本 与 图 5-8 相同 .速度 向 量 在 曲线 x =0 
上 仍 处 于 水 平 态 ， 在 曲线 zx; 二 一 zx? 一 4x! 上 仍 处 于 垂直 态 ， 在 两 条 曲线 交叉 处 仍 
存在 一 个 平衡 点 (0，0). 
求 (21) 的 偏 导 数 ， 得 到 
9 fi 


9 Tı 
Ifi 
9 X 

afa_ l 
9 Zi C 
afa _ 
9 Xz 


计算 (22) 在 平衡 点 (0，0) 的 偏 导数 值 ， 并 将 其 代 回 (1) ， 我 们 得 到 


a= (ve o) 


(22) 


这 个 矩阵 的 特征 值 是 方程 
= 
一 1/C al 
WR. 计算 这 个 行列 式 ， 我 们 得 到 方程 
2 1 
VERE =O, 


特征 值 是 


|/ 1 
一 一 2 十 一 
A 2 4 on 


176 


177 


178 
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WR C>>1/4， 则 我 们 有 两 个 不 同 的 ， 都 具有 负 实 部 的 特征 值 ， 因 此 平衡 态 是 稳 
定 的 ， 此 时 线性 系统 的 通 解 为 


一 1 一 工 
(7 ) =c ( Jer rer +e ( je (23) 
Xe 2+a 2 一 wa 


其 中 到 一 4 一 1/C， 这 个 线性 系统 的 相 图 与 图 5-9 近似 ， 只 是 解 直线 的 斜率 随 C 
变化 . 当 C 的 值 大 于 1/4 时 ， 原 来 非 线 性 系统 的 相 图 非常 接近 图 5-10， 总 之 ， 
只 要 C>1/4， 我 们 关于 RLC 电路 的 一 般 结 论 对 C 的 精确 值 不 敏感 ， 对 于 电感 L 
也 有 类 似 的 结论 .一般 地 说 ， 我 们 的 解 的 重要 特征 ( 即 特征 向 量 ) 连 续 地 依赖 这 些 
参数 . . 

下 一 步 我 们 考虑 稳健 性 .我 们 已 经 假设 RLC 电路 具有 wi 特征 f (x) 二 zx? 十 


4r. 更 一 般 地 假设 f(0) 二 0 且 f 是 严格 增加 的 .现在 的 动态 系统 方程 是 
zi 一 一 f(zx1)— r 
: (24) 
L} 一 32). 
此 时 有 
Fi (x1 +22) =— f(x) — z (25) 


So (xy ,Xs) = 3x. 
i R=f 0). 线性 逼近 应 用 
—R ~) 


3 0 
因此 特征 值 是 方程 
| 
一 0 
3 A 
KW. 计算 得 
ya REVR 一 12 
5 . 


只 要 R>V12 我 们 就 有 两 个 不 同 的 实 特征 值 ， 这 个 线性 系统 的 行为 就 如 图 5-9 描 
述 的 一 样 ， 而 且 原 来 非 线性 系统 的 行为 不 可 能 与 图 5-10 的 差别 太 大 ， 我 们 已 得 
到 结论 : RLC 电路 关于 我 们 对 wi 特征 形式 的 假设 具有 稳健 性 . 

例 5.4 考虑 非 线 性 RLC 电路 , L=1, C=1 A vi 特征 f(x) 二 x 一 +， 确 
定 这 个 电路 随时 间 变 化 的 行为 . 

建 模 的 过 程 当 然 与 前 面 的 例子 相同 . 令 Sir 和 zi 一 we， 我 们 得 到 动态 系统 

/ (26) 
“Lo = Tı. 

这 个 向 量 场 的 图 参见 图 5-11. 速度 向 量 在 曲线 zs 二 zi 一 x} 上 是 垂直 的 且 在 zx, 轴 
上 是 水 平 的 ， 惟 一 的 平衡 点 是 原点 (0，0)， 从 向 量 场 难以 断定 原点 是 否 是 一 个 稳 
定 的 平衡 态 . 
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图 5-11 电压 zz 关于 电流 zi 变化 的 图 显示 了 例题 5.4 的 RLC 电路 问题 的 向 量 场 
(zi，zo) 一 了 一 好 一 2 


falais 2 ) 一 2 


偏 导 数 和 矩阵 是 

poe 7 | 

A= . 

1 0 
计算 在 点 zx =0, 2. =O 处 的 值 ， 得 线性 系统 

zi 1 —l\/z 

=G 0 E) 
它 逼 近 非 线性 系统 在 原点 附近 的 特性 ， 为 求 特 征 值 我 们 必须 求解 
和 1 


或 者 * 一 * 十 1=0， 特 征 值 为 
a= 1/2 士 2， 
因为 特征 值 的 实 部 是 正 的 ， 原 点 是 不 稳定 的 平衡 态 . 
为 了 获得 更 多 的 信息 ， 我 们 将 求解 这 个 线性 系统 ， 为 了 寻找 属于 特征 值 
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a= othe 
的 特征 向 量 ， 求 解 
[ratis 1 [C= (°) 
一 1 1/2 十 iV3/2 ‘Zz 0 
得 到 
zi 一 2， zs 一 1 一 1V3. 
于 是 我 们 求 得 复数 解 


人 )= | 2 jema 
T2 1— iJ3 
取 实 部 和 虚 部 得 到 两 个 线性 无 关 的 实 值 解 二 (xz; ，zz)， 其 中 


x(t) = 2eieos( 


z(t) = e cos( 1/3) + Ve sin (ES) 
Bv=(n, ，zz) 其 中 


通 解 为 cut) 十 cov(t)， 这 个 线性 问题 的 相 图 显示 在 图 5-12， 这 幅 图 画 出 了 相应 
于 几 个 选择 不 同 的 参数 值 c 和 cz 的 解 。 我们 附 上 向 量 场 的 图 以 显示 流 的 方向 . 
注意 到 ， 如 果 放 大 或 缩小 这 个 线性 相 图 中 的 原点 邻 域 ， 它 们 看 起 来 基本 上 是 相同 
的 ， 线 性 向 量 场 和 线性 相 图 定义 的 特征 之 一 就 是 在 任何 尺度 下 它们 看 起 来 相同 . 
非 线性 系统 在 原点 邻 域 的 相 图 看 似 大 致 相同 ， 具 有些 变形 .在 原点 附近 的 解 曲 线 
逆 时 针 方 向 向 外 旋转 ， 如 果 对 非 线性 系统 继续 放大 原点 邻 域 的 向 量 场 或 相 图 ， 它 
们 看 起 来 会 越 来 越 像 线 性 系统 ， 但 在 远离 原点 处 非 线 性 系统 的 行为 可 能 与 线性 系 
统 的 明显 不 同 . 

为 了 获得 非 线性 系统 的 完整 的 相 图 ， 我 们 需要 综合 从 图 5-11 和 图 5-12 得 到 
的 信息 . 图 5-11 中 的 向 量 场 表明 解 曲线 的 行为 在 远离 原点 时 发 生 巨大 的 变化 . 
仍然 存在 逆 时 针 方向 的 流 ， 但 是 解 曲 线 不 再 像 线性 相 图 那样 旋转 地 趋向 无 穷 远 . 
从 远离 原点 开始 的 解 曲线 看 起 来 在 继续 它们 的 逆 时 针 旋 转 同时 朝 着 原点 方向 移 
动 ， 因 为 在 原点 附近 的 解 曲线 是 旋转 向 外 的 ， 远 高 原点 的 解 是 趋向 内 部 的 ， 并 且 
我 们 知道 解 曲 线 不 相交 ， 在 相 图 上 一 定 会 发 生 某 种 有 趣 的 情况 .无 论 发 生 什么 ， 
这 一 定 是 从 未 发 生 在 线性 系统 的 情况 .在 线性 相 图 中 如 果 一 条 解 曲线 向 外 旋转 ， 
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Æ 5-12 电压 r: 关于 电流 r 变化 的 图 显示 了 对 例题 5. 4 的 RLC 
电路 问题 在 (0，0) 附 近 的 相 图 的 线性 逼近 


则 它 一 定 会 一 直 向 外 旋转 到 无 穷 远 .在 6. 3 节 中 我 们 将 运用 计算 方法 探讨 动态 系 
统 (26)， 直 到 那 时 候 我 们 再 给 出 完整 的 相 图 . 
在 结束 线性 逼近 方法 的 讨论 前 ， 我 们 应 该 指出 关于 离散 时 间 动 态 系统 的 几 个 
要 点 ， 假 设 我 们 有 离散 时 间 的 动态 系统 
Ax = F(x) 
HP r=(2,, x), Hid 
Gr) = r+ F(z) 
为 迭代 函数 . 在 平衡 点 ro 有 Gla) =a. 在 5.2 节 对 xz BUEN c RNR 
近 式 
Gla) =~ ACz — xo) 
其 中 A 是 由 (12) 定 义 的 在 =r 处 的 偏 导数 和 矩阵， 就 像 (12) 所 定义 的 那样 . 
获得 迭代 函数 G(z) 的 图像 的 方法 之 一 是 画 出 像 集 
G(S) = (G(r) :€ S} 
针对 不 同 的 集合 
S= {rz:|zx— t |=r}. 
在 维 数 4 二 2 时 集合 S 是 个 圆 ， 在 维 数 n= 二 3 时 集合 S 是 个 球 ， 可 以 证 明 只 要 A 
是 非 奇异 的 ， 就 存在 一 个 微分 同 胚 H), 在 ze 的 邻 域内 映 ACS) BI GCS) E. 
如 果 一 个 点 xz 位 于 S 的 内 部 ， 则 G(z) 将 位 于 G(CS) 的 内 部 ， 于是， 对 动态 变化 有 
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一 个 图 形 解释 . 图 5-13 到 图 5-15 解释 了 例题 5.2 对 接 问 题 的 动态 过 程 . 当 
G(S)=A(S) 时 ，G 为 线性 的 .从 集合 S 上 (或 内 部 ) 一 个 状态 开始 ， 如 图 5-13 所 
示 ， 下 一 个 状态 将 在 集合 A(S) 上 (或 内 部 ， 相 应 地 ) 如 图 5-14 所 示 ， 接 着 再 下 一 
个 状态 将 在 集合 4:(S)=A(4(CS)) 上 (或 内 部 ， 相 应 地 ) 如 图 5-15 所 示 ， 当 n> 
ceo 时， 集合 4"(S) 逐 渐 地 收缩 到 原点 . 


1 


0.5 


-0.5 


图 5-13 对 接 问 题 的 动态 ， 初 始 条 件 
S=({(z，z): 好 十 好 一 1) 


-1 -0.5 0 0.5 1 


5-14 对 接 问题 的 动态 ， 一 次 迭代 ACS) 
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图 5-15 对 接 问题 的 动态 ， 二 次 选 代 ACS) ia 


5.4 习题 


1. 


2. 


重新 考虑 第 4 章 习 题 4. 

Ca) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 . 确定 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 从 这 个 向 量 
场 你 是 否 能 指出 哪些 平衡 点 是 稳定 的 . 

(b) 应 用 特征 值 方法 检验 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 稳定 性 . 

(c) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域内 逼近 原 动 态 系 统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 

《d) 利 用 你 刚 从 (a) 和 (c) 获 得 的 结果 ， 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 

Ce) 目前 估计 有 5 000 蓝 鲸 和 70 000 长 须鲸 ， 这 个 模型 对 这 两 个 生物 种 的 未 来 

预言 是 什么 ? 

重新 考虑 第 4 章 习 题 5， 

(a) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 . 确定 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 

(b) 应 用 特征 值 方法 检验 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 稳定 性 . 

(Cc) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域内 逼近 原 动 态 系 统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 

《d) 利 用 你 刚 从 (a) 和 (c) 获 得 的 结果 ， 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 

Ce) 目前 估计 有 5 000 HK HR AN 70 000 长 须鲸 ， 这 个 模型 对 这 两 个 生物 种 的 未 来 
的 预言 是 什么 ? 


， 重 新 考虑 第 4 章 习题 6， 假 设 捕捞 系数 g 二 10-，， 捕 捞 努 力量 为 E 二 3 000 船 
天 /年 . 


(a) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 。 确 定 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 


wo 
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(b) 应 用 特征 值 方 法 检验 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 稳定 性 . 

(c) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域内 区 近 原 动态 系统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 

(d) 利 用 你 刚 从 (a) 和 (ec) 获得 的 结果 ， 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 

(e) 目 前 估计 有 5 000 HE SR AI 70 000 长 须鲸 ， 这 个 模型 对 这 两 个 生物 种 的 未 来 
的 预言 是 什么 ? 


. 重 做 习题 3, 现在 假设 捕捞 努力 量 为 EE=6 000 船 天 /年 . 
.重新 考虑 第 4 章 习 题 7. 


(Ca) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 。 确 定 状 态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 

(b) 应 用 特征 值 方法 检验 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 稳定 性 . 

(c) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域 内 通 近 原 动 态 系统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 

《d) 例 用 你 刚 从 (a) 和 (c) 获 得 的 结果 ， 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 

(e) 假 设 生 态 灾 难 突然 灭绝 了 这 个 地 区 80%% 的 磷 虾 ， 留 下 150 000 条 蓝 鲸 和 
每 英亩 100 吨 磷 虾 ,我们 的 模型 关于 这 些 鲸鱼 和 磷 虾 的 未 来 的 预测 是 
什么 ? 


， 重 新 考虑 第 4 章 习 题 9， 


(a) 应 用 特征 值 方法 确定 (P,Q) 平 衡 态 的 稳定 性 , 采用 连续 时 间 模 型 . 
(b) 对 离散 时 间 模 型 重复 (a) 的 讨论 ， 你 将 出 现在 你 的 结果 中 的 差别 归结 为 什 
么 原因 ? 


.重新 考虑 例题 5. 1 的 树木 问题 。 假 设 :=1/2. 


(a) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 。 确 定 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 
(b) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域内 逼近 原 动 态 系统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 
(c) 利 用 你 刚 从 (a) 和 (c) 获 得 的 结果 ， 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 
(d) 假 设 在 一 个 成 熟 的 软 材 树林 中 引入 少量 的 硬 材 树 ， 我 们 的 模型 对 这 个 树林 
的 未 来 的 预测 是 什么 ? 
. 重新 考虑 例题 5. 1 的 树木 问题 ， 但 是 现在 假设 竞争 强度 太 大 以 至 于 硬 材 树 与 
软 材 树 不 能 共存 .假设 :一 3/4. 
(a) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 ， 确 定 状态 空间 中 每 个 平衡 点 的 位 置 . 
(b) 对 每 个 平衡 点 确定 在 这 个 平衡 点 邻 域内 逼近 原 动 态 系统 行为 的 线性 系统 ， 
然后 画 出 线性 系统 的 相 图 . 
(c) 利 用 你 刚 从 (a) 和 (ce) 获得 的 结果 ， 夯 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 ， 
(qd) 假 设 在 一 个 成 熟 的 软 材 树 林 中 引入 少量 的 硬 材 树 ， 我 们 的 模型 对 这 个 树林 
的 未 来 预测 是 什么 ? . 
. 重新 考虑 例题 5. 3 的 RLC 电路 问题 ， 对 参数 上 进行 灵敏 性 分 析 ， 工 给 出 电容 
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HE AY HE Bit LO. 

(a) 描 述 一 般 情形 L> 的 向 量 场 . 

(b) 确 定 使 得 平衡 点 (0，0) 稳 定 的 工 的 取 值 范围 . 

(c) 对 存在 两 个 实 特征 值 的 情形 画 出 线性 系统 的 相 图 . 

(d) 利 用 (a) 和 (c) 的 结果 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 ， 评 论 我 们 在 5. 3 节 中 的 
结论 对 参数 工 的 实际 值 的 灵敏 性 . 


10. 重新 考虑 例题 5. 3 的 RLC 电路 问题 ， 但 是 现在 假设 电容 C=1/5. 


11. 


(a) 画 出 这 个 模型 的 向 量 场 . 

(b) 运 用 特征 值 方法 检验 在 原点 的 平衡 态 的 稳定 性 ， 

《c) 在 原点 邻 域内 确定 逼近 原 动 态 系 统 行为 的 线性 系统 ， 然 后 画 出 线性 系统 
的 相 图 . . 

(d) 利 用 (a) 和 (c) 的 结果 画 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 ， 当 电容 C 降低 时 ， 
RLC 电路 的 行为 将 如 何 变化 ? 

(继续 练习 10) 重 新 考虑 例题 5. 3 的 RLC 电路 问题 ， 现 在 考虑 当 电容 CHE 

个 区 间 0<C<ce 上 变化 时 的 影响 . 

(a) 对 情形 0 和 <C<1/4， 在 原点 邻 域内 画 出 逼近 RLC 电路 行为 的 线性 系统 的 
相 图 ， 与 课文 中 已 得 到 的 关于 C>1/4 情形 的 相 图 进行 比较 . 

(b) 对 情形 O<C<1/4 于 出 完整 的 RLC 电路 的 相 图 .描述 在 两 种 情形 0 一 
C<1/4 IC 1/4 之 间 变 化 时 相 图 的 改变 . 

(c) 画 出 情形 C=1/4 的 线性 系统 的 相 图 ， 此 时 只 有 一 个 特征 值 ， 画 出 此 时 的 
非 线性 系统 的 相 图 ， 解 释 此 时 的 相 图 如 何 反 映 了 具有 两 个 不 同 实 特征 值 
(CC>1/4) 和 具有 一 对 复 共 斩 特 征 值 (0<C<1/4) 这 两 种 情形 之 间 的 中 间 
We. 

(d) 重 新 考虑 课文 中 例题 5. 3 的 第 5 步 对 电路 行为 的 描述 ， 用 通俗 的 语言 对 一 
般 情况 C>0 介绍 RLC 电路 的 行为 . 


12. 重新 考虑 例题 5. 2 的 空间 对 接 问题 . 


13. 


(a) 画 出 这 个 问题 的 向 量 场 . 
(b) 求 相应 于 课文 中 得 到 的 特征 值 


=> 
| 
A 
H 
a 


10 
的 特征 向 量 ， 在 (a) 给 出 的 图 中 画 上 这 些 特征 向 量 ， 在 这 些 点 关于 向 
量 场 你 看 到 什么 ? 
(c) 从 一 个 特征 向 量 开始 计算 接近 速度 的 递减 率 (% 每 分 钟 》 
(d) 一 般 来 说 ， 从 任意 的 初 值 开始 ， 对 接近 速度 的 递减 率 你 能 做 什么 预测 ? 
(提示 ， 任 意 的 初始 条 件 是 (在 (b) 中 已 求 得 的 ) 两 个 特征 向 量 的 线性 组 合 ). 
(继续 习题 12) 重 新 考虑 例题 5. 2 的 空间 对 接 问题 . 
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(a) 如 习题 12， 求 接近 速度 下 降 率 (% 每 分 钟 ) 作 为 控制 参数 & 的 函数 ，0 一 
k<0. 026 8. 

(b) 求 接近 速度 下 降 率 的 最 大 值 点 k. 

(c) 用 控制 参数 的 有 效 性 解释 在 (b) 中 得 到 的 结果 的 意义 . 

(d) 将 这 个 习题 中 所 使 用 的 方法 推广 到 在 整个 区 间 0<k<0.2 上 寻求 最 有 效 
的 & 值 ， 在 这 个 区 间 上 我 们 有 一 个 稳定 的 控制 过 程 . 


. 重新 考虑 例题 5. 2 的 空间 对 接 问 题 ， FR, REAR RAN ORAS 


Az, =~ kwar ~ kcr: 


AX, = Xi Xs 


利用 它 相 应 的 连续 时 间 的 系统 
ma 一 一 kwx, — kcz: 
dz: 
= £i — To. 


dt 
(a) 证 明 连 续 时 间 模 型 具有 一 个 稳定 的 平衡 态 在 (0，0). 假设 w=10, c=5, 
k=0. 02. 
(b) 利 用 特征 值 和 特征 向 量 求解 连续 模型 . 
《c) 画 出 这 个 模型 的 完整 的 相 图 . 
(d) 评 论 离散 的 和 连续 的 模型 性 质 之 间 的 任何 差别 . 


.继续 习题 14) 重 新 考虑 例题 5. 2 的 空间 对 接 问题 ， 与 习题 14 一 样 用 相应 的 


连续 时 间 模 型 代替 离散 时 间 模 型 . l 

(a) 假 设 w=10, c=5. 怎样 的 & 值 才能 使 得 连续 模型 在 (0，0) 有 一 个 稳定 的 
FES. 

(b) 利 用 特征 值 和 特征 向 量 求解 连续 模型 . 

(c) 画 出 这 个 模型 的 完整 的 相 图 ， 相 图 是 怎样 依赖 & 的 . 

(d) 评 论 离散 的 和 连续 的 模型 性 质 之 间 的 任何 差别 . 


. 重新 考虑 例题 5. 1 的 树木 问题 . 


(a) 两 种 类 型 的 树 能 否 共处 于 一 个 稳定 的 平衡 态 ? 假设 5 二 a;/2， 运 用 五 步 方 
法 ,采用 离散 时 间 动 态 系统 ， 一 年 为 一 个 时 间 步 长 . 

(b) 运 用 特征 值 方 法 检验 离散 时 间 的 动态 系统 ， 确 定 在 (a) 中 找到 的 平衡 态 的 
稳定 性 . 

(c) 对 参数 t 进行 灵敏 性 分 析 ， 这 里 5, 二 ta;， 确 定 0<t<0.6 的 范围 ， 使 得 在 
(a) 中 找到 的 平衡 态 是 稳定 的 ， 

(dd) 评论 离散 时 间 和 连续 时 间 的 模型 结论 之 间 的 任何 差别 ， 对 一 个 实际 问题 ， 
我 们 对 模型 的 选择 是 否 会 引起 差别 . 
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模拟 技术 已 经 成 为 最 重要 的 和 最 流行 的 分 析 动 态 模 型 的 方法 .在 微分 方程 入 门 
课程 中 所 讲述 的 精确 解 方法 具有 局 限 性 ， 事实 上 对 非常 多 的 微分 方程 我 们 不 知道 如 
何 求解 ， 在 前 两 章 介绍 的 定性 分 析 方法 可 应 用 范围 很 广 ， 但 是 对 某 些 问 题 我 们 需要 
定量 的 答案 和 高 度 的 精确 度 ， 模拟 方法 满足 这 两 个 要 求 ， 几乎 所 有 的 动态 模型 都 可 
以 按 适 当 的 精确 程度 模拟 ， 而 且 ， 模 拟 技术 非常 灵活 ， 可 以 比较 容易 地 将 一 些 诸如 
时 滞 或 随机 因素 这 样 更 复杂 的 属性 引入 模 型 ， 这 些 是 难以 用 解析 的 方法 处 理 的 ， 

模拟 的 主要 缺点 在 灵敏 性 分 析 方 面 ， 无 法 求助 解析 公式 ， 对 一 个 特殊 参数 检 
验 灵 敏 性 的 惟一 办 法 就 是 对 这 个 参数 的 几 个 不 同 的 值 重复 整个 模拟 过 程 ， 然 后 再 
做 插值 ， 如 果 有 几 个 参数 要 检验 ， 这 会 很 耗 时 ， 并 且 耗 费 较 高 ， 尽管 如 此 ， 模 拟 
仍 是 研究 许多 问题 可 取 的 方法 .如 果 我 们 无 法 得 到 解析 解 ， 并 且 需 要 定量 解 Ni 
除了 模拟 我 们 没有 别 的 选择 . 


6. 1 模拟 简介 


分 析 动 态 系统 模型 有 两 个 基本 的 方法 .解析 方法 企图 根据 各 种 情形 的 模型 推 
测 将 会 发 生 什么 ， 模 拟 方 法 则 通过 模型 的 构造 ， 运 行 ， 看 到 将 会 发 生 些 什么 . 

例 6.1 两 支 军队 ,我们 称 为 红军 (R) 和 蓝 军 (B)， 进 行 战 斗 ， 在 这 场 常规 战 
中 ， 伤 亡 是 由 于 直接 交火 (步兵 ) 和 火炮 射击 (炮兵 )， 假 设 直接 交火 的 伤亡 率 与 敌 
军 步兵 数 成 正比 ， 由 炮火 造成 的 伤亡 率 与 敌 军 的 炮兵 数 和 友军 的 密度 两 者 都 有 关 
R. 红军 聚集 了 五 个 师 袭 击 两 个 师 的 蓝 军 ， 蓝 军 具有 防御 能 力 强 的 和 武器 精良 的 
优势 . 蓝 军 为 赢得 战斗 该 尽 多 大 的 努力 ? 

我 们 将 应 用 五 步 方法 .第 一 步 的 结果 总 结 在 图 6-1， 我 们 已 经 假设 由 于 炮火 
导致 的 伤亡 直接 正比 于 敌 军 武力 水 平和 友军 武力 水 平 的 乘积 ， 在 这 里 ， 一 个 似乎 
合理 的 假设 是 武力 水 平 正 比 于 军队 的 数量 .又 因为 没有 相对 于 步兵 部 队 的 火炮 数 
量 的 任何 信息 ， 为 了 便于 分 析 起 见 ， 我 们 简单 地 假设 炮兵 和 步兵 部 队 的 伤亡 正比 
于 部 队 的 数量 ， 所 以 假设 双方 剩 下 的 大 炮 或 步兵 部 队 正 比 于 总 的 部 队 数量 . 

下 面 是 第 二 步 . 我 们 将 利用 离散 时 间 动 态 模 型 ， 对 其 用 模拟 方法 求解 . 
图 6-2 给 出 具有 两 个 变量 的 离散 时 间 动 态 模型 

Ax, = filiz) 


1 
AT? = fe Xi 9X2). ( ) 


的 求解 算法 . 
下 面 是 第 三 步 ， 我 们 将 用 两 个 状态 变量 ，z 一 R， 红 军 部 队 的 兵力 单位 数量 ; 
Zzz 一 B， 蓝 军 部 队 兵 力 单 位 数量 为 战斗 问题 建立 一 个 离散 时 间 动 态 模 型 ， 差 分 方程 为 
Ax, =— aZ: — b) 2122 


(2) 


AX. 一 一 al — by x, X2. 
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变量 : 
及 一 红军 单位 数 ( 师 ) 
了 一 蓝 军 单位 数 ( 师 ) 
De 一 由 直接 交火 导致 的 红军 丧 亡 率 ( 单 位 /小 时 ) 
Ds 二 由 直接 交火 导致 的 蓝 军 丧 亡 率 (单位 /小 时 ) 
了 一 由 间接 交火 导致 的 红军 丧 亡 率 ( 单 位 /小 时 ) 
耳 二 由 间接 交火 导致 的 蓝 军 丧 亡 率 ( 单 位 /小 时 ) 
假设 : 
Dr =a, B 
Dg=a:R 
Ir=b RB 
Is=b RB 
R20, B20 
R(0)=5, BCO)=2 
ais a2, bis bz 是 正 实数 
a >az, b >bz 
目标 : 确定 条 件 使 得 在 BO 之 前 ，R-=0 


图 6-1 战斗 问题 第 一 步 结 果 


算法 : 离散 时 间 模 拟 
变量 : x1(n) 一 在 时 刻 n 的 第 1 状态 变量 
x(n) = MR 的 第 2 状态 变量 
NN 二 时 间 阶 段 数 
输入 : 2100), z200), N 
过 程 Begin 
for n=1 to N do 
Begin 
zıl eriln — l) + fia (n—-1), 22(n-1)) 
x(n) r(n™ 1) + f:(xzıl(n—1), z:(n—1)) 


End 
End 
输出 : ad), e, CN) 
x21), whey x2(N) 


图 6-2 离散 时 间 模 拟 的 伪 代 码 


我 们 从 xı (0) =5 M r: 0) =2 个 师 开 始 . 使 用 a= 小 时 为 一 个 时 间 步 长 . 
还 需要 确定 c 和 6 的 值 才能 进行 模拟 过 程 . 不幸 的 是 对 它们 应 该 取 什 么 值 我 们 
还 没有 任何 的 信息 ， 所 以 我 们 不 得 不 进行 一 个 有 根据 的 推测 ， 设 一 个 典型 的 正规 
战斗 进行 大 约 5 天 ， 每 天 持续 约 12 小 时 ， 这 意味 着 一 支部 队 在 大 约 60 小 时 的 战 
斗 中 减员 ， 如 果 一 支队 伍 在 60 小 时 内 每 小 时 减员 5%， 那么 剩余 的 部 分 将 是 
《0. 95) "一 0.05， 结 果 看 来 正确 ， 我 们 假设 a 王 0.05. 因为 炮火 在 杀伤 力 方面 通 
常 不 如 直接 交火 有 效 ， 我 们 假设 六 = 0.005. (注意 到 b 与 x, 和 x, MR, RR 
是 为 什么 我 们 要 将 它 的 值 取 得 如 此 小 . ) 现 在 假设 蓝 军 比 红军 具有 更 有 效 的 武器 ， 
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因此 w >a: Hb. 假设 a, =a, bi =b, AD 1. 分 析 的 目的 是 要 确定 最 小 
的 4 使 得 在 x;->0 之 前 ，x1 一 0 成 立 ， 于 是 差分 方程 为 

Az 一 一 和 (0. 05) zs — ACO. 005) x1 £2 

Ar, =— 0. 052, — 0.0052, 22. 

在 第 四 步 我们 将 通过 对 若干 个 4 的 值 运 行 模拟 程序 求解 这 个 问题 . 分别 对 
A=1, 1.5.2, 3 和 5 运行 这 个 模型 .这样 可 以 使 我 们 知道 4 应 该 是 多 大 ， 同 时 也 
便于 对 照 模拟 结果 与 我 们 的 直觉 判断 ， 例 如 ， 我 们 可 以 检验 是 否 1 越 大 ， 对 蓝 军 
BAH. 

模型 第 一 次 运行 结果 显示 在 图 6-3 到 图 6-7 中 ， 我 们 所 看 到 的 结果 总 结 在 
表 6-1 中 .对 每 次 运行 我 们 都 记录 了 的 值 、 战 斗 的 时 间 、 赢 者 和 赢 者 剩 下 的 部 
BA. 我 们 决定 模拟 14 个 战斗 日 (或 者 说 N=168 个 小 时 )， 战 斗 时 间 定 义 为 实际 
作战 的 小 时 数 ( 每 天 作战 12 小 时 ) 直 到 变量 z 和 zs 中 的 某 一 个 为 零 或 为 负 值 . 


(3) 


194) ”如 果 双 方 在 168 小 时 战斗 后 仍 存在 ， 我 们 称 这 场 战 斗 为 平局 . 


1 
1.5 4 
和 于 
b=; 
g + 
0.5 十 
+ 
3 4 
x1( 红军) 
图 6-3 战斗 问题 ,情形 4 二 1.0， 蓝 军 x. 个 师 对 抗 红军 zx 个 师 的 图 
表 6-1 对 战役 问题 模拟 结果 的 总 结 
战役 经 历 . 
(a) 
ne 小 时 数 Bar 剩余 队伍 
1.0 3 az — 
,0 9 红军 4.1 
2.0 9 AE 人 
3.0 10 ae 2 7 


5.0 17 红军 1.0 
CO 
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x2( 蓝 军 ) 


十 一 一 二 一 一 
2 3 
x1( 红军 ) 


图 6-4 战斗 问题 ,情形 4==1. 5， 蓝 军 r: 个 师 对 抗 红军 x 个 师 的 图 


x2( 蓝 军 ) 


x1( 红军 ) 


图 6-5 战斗 问题 : 情形 A=2.0, RE x, 个 师 对 抗 红军 x; 个 师 的 图 


看 起 来 蓝 军 的 结果 并 不 好 .甚至 在 武器 优势 达 5 : 1 的 情形 下 ， 蓝 军 仍 将 失 
败 ， 我 们 决定 做 更 多 的 模型 运算 ， 以 便 发 现 为 使 蓝 军 胜利 的 4 应 该 是 多 大 ， 在 
4 二 6.0 时 ， 蓝 军 在 经 历 了 13 个 小 时 的 战斗 后 取胜 ， 剩 余 0. 6 个 单位 (图 6-8). 
用 二 分 法 在 区 间 5. 0 和 4 委 6. 0 上 搜寻 ， 多 运行 几 次 模型 ， 得 到 蓝 军 获 胜 的 下 界 为 
4 二 5. 4， 在 4 二 5.3 红军 为 赢 者 . 
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x2( KE) 


x1 ( 红军 ) 


图 6-6 战斗 问题 : 情形 =3.0， 蓝 军 zs 个 师 对 抗 红军 zi 个 师 的 图 


x2( 蓝 军 ) 


Xl1( 红军 ) 


图 6-7 战斗 问题 : 情形 1 一 5.0， 蓝 军 zz 个 师 对 抗 红军 zi 个 师 的 图 


最 后 ， 我 们 要 总 结 一 下 我 们 结果 .我 们 模拟 了 一 场 5 个 师 的 红军 进攻 和 2 个 
师 的 蓝 军 防守 的 交战 .我 们 假设 双方 全 力 投 入 并 坚持 战斗 直到 一 方 完全 获胜 .我 
们 要 研究 能 够 弥补 数量 上 处 于 5 : 2 的 劣势 的 武器 有 效 性 (杀伤 力 ) 的 强度 ， 我 们 
对 不 同 的 武器 精良 性 比率 模拟 了 若干 次 战斗 ， 我 们 发 现 蓝 军 需要 至 少 5.4:1 的 
武器 上 的 优势 才能 战胜 数量 处 于 优势 的 5 个 师 的 红军 队伍 ， 
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x2( BB) 


x1( 红军) 


图 6-8 战斗 问题 ,情形 4 二 6.0， 茧 军 r: 个 师 对 抗 红 军 r 个 师 的 图 


在 完成 五 步 方 法 且 回答 了 在 第 一 步 中 提出 的 问题 之 后 ， 我 们 需要 进行 灵敏 性 
分 析 ， 对 这 类 多 数 数据 完全 来 自 猜 测 的 问题 做 这 样 的 分 析 特 别 重要 ， 我 们 从 研究 
伤亡 系数 的 数值 和 战斗 结果 之 间 的 关系 入 手 . 已 经 假设 a,=0.05, b: =a:/10, 
aa 一 Ma Alb, =Ab,. 现在 我 们 让 a 变化 ， 且 保持 它 与 其 他 变量 的 关系 . 

我 们 将 研究 Amin Mt az 的 依赖 关系 ， 这 里 Men 定义 为 使 得 蓝 军 取胜 的 最 小 的 
值 . 于 是 对 每 个 az 值 运行 模型 若干 次 ， 不 需要 将 结果 都 列表 表示 ， 因 为 对 每 种 
情形 我 们 都 检验 (从 a, =0. 01 到 as =0. 10) 发 现 Mu 一 5.4， 正 如 在 基本 情形 (a; = 
0. 05) 得 到 的 那样 ， 显然 lw 对 伤亡 系数 的 数值 一 点 都 不 敏感 . 

还 可 以 进行 其 他 各 种 灵敏 性 分 析 ， 并 且 分 析 过 程 可 以 继续 下 去 ， 只 要 时 间 容 
许 、 好 奇 心 持续 不 断 、 又 没有 其 他 工作 压力 ， 我 们 甚至 对 hw, 和 红军 与 蓝 军 的 数 
量 上 优势 率 之 间 的 关系 感 兴趣 ， 这 里 假设 优势 率 为 5 : 2， 为 研究 这 个 问题 我 们 
回 到 基本 情况 ，as 二 0.05， 为 确定 hun， 对 各 种 不 同 的 红军 力量 强度 初 值 = A 
定 的 zx: 二 2， 运 行 模型 。 这样 进行 的 模型 浏览 得 到 的 结果 列 于 表 6-2， 运 算 情形 
zi 二 2 只 是 为 了 验证 .我 们 得 到 此 时 Xm 一 1. 1， 因 为 4 二 1 只 会 导致 战 平 . 


6.2 连续 时 间 模 型 


在 这 一 节 我 们 讨论 模拟 连续 时 间 动 态 系统 的 基本 问题 ， 呈现 在 这 里 的 方法 是 
简单 的 ， 并 且 通 常 是 有 效 的 .基本 的 想法 是 借助 逼近 
dz Ax 


— > 


dt At 
用 离散 时 间 模 型 (差分 方程 ) 代 替 连 续 时 间 模 型 (微分 方程 )， 然 后 我 们 可 以 利用 前 
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一 节 引 入 的 模拟 方法 . 
表 6-2 对 战役 问题 模拟 结果 的 总 结 ， 显 示 力 量 对 比率 
力量 对 比率 (红军 : KE) BT BER BH Onin) 
8:2 11.8 
7:2 9.5 
6:2 7.3 
5:2 5.4 
4:2 3.6 
3:2 2.2 
2:2 1.1 


616.2 重新 考虑 例题 4. 2 的 捕 鲸 问题 . 从 现 有 种 群 数 量 B=5 000, F= 
70 000 开始 ， 假 设 竞争 系数 为 a<1. 25X10-?， 在 没有 捕捞 的 情形 下 ， 两 个 鲸鱼 
种 群 将 恢复 到 它们 的 自然 水 平 ， 这 需要 多 长 时 间 ? 
我 们 将 应 用 五 步 方法 . 第 一 步 与 前 面相 同 ( 见 图 4-3)， 只 是 现在 的 目标 为 确 
定 从 状态 B=5 000, F=70 000 达到 平衡 态 需 要 多 长 时 间 . 
第 二 步 是 选择 建 模 的 方法 .我 们 面 对 的 一 个 似乎 需要 定量 方法 的 分 析 问 题 . 
第 4 章 的 图 方法 告诉 我 们 将 会 发 生 什么 ， 但 没有 告诉 我 们 需要 多 长 时 间 才 会 发 
E. 第 5 章 提 到 的 分 析 方法 实际 上 是 局 部 的 .这 里 我 们 需要 一 个 整体 分 析 方 法 . 
最 好 是 求解 这 个 微分 方程 ， 但 我 们 不 知道 如 何 求解 ,我们 将 应 用 模拟 方法 ， 这 似 
乎 是 我 们 仅 有 的 选择 . 
问题 是 我 们 应 采用 离散 时 间 的 还 是 连续 时 间 的 模型 ， 更 一 般 的 ， 让 我 们 考虑 
n 个 变量 的 动态 模型 ，z= (zi，…，z)， 给 定 每 个 变量 2, s c, 的 变化 率 
下 二 (用 ，…，f,)， 但 我 们 还 是 没有 确定 对 这 个 系统 采用 离散 时 间 的 还 是 连续 时 
间 的 模型 ， 离 散 时 间 模 型 看 起 来 是 
Ax, = fi Cais Tn) 
: (4) 
Az, = 三 (zi，……zo)， 
其 中 ar 表示 在 1 个 单位 时 间 (At 二 1) 内 zi 的 变化 . 时间 单 位 早已 给 定 ， 对 这 样 
的 一 个 系统 的 模拟 方法 在 前 一 节 已 经 讨论 过 . 
如 果 我 们 决定 用 连续 时 间 模 型 ， 将 得 到 


d 
十 一 Fi Crise TD) 


(5) 


dz, = ase 
“de = f(x, Zn)» 


对 此 我 们 需要 描述 如 何 进 行 模拟 ， 我 们 确实 不 能 希望 计算 机 对 每 一 个 上 值 计算 出 
z(t)， 那 将 花费 无 穷 的 时 间 且 得 不 到 任何 结果 .实际 上 我 们 必须 在 有 限 个 时 间 点 
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上 计算 x(t)， 换 句 话 说， 为 了 模拟 我 们 必须 用 一 个 离散 时 间 的 模型 代替 连续 时 间 
模型 ， 什么 样 的 离散 时 间 模 型 能 够 逼近 这 样 的 连续 时 间 模 型 ? 如 果 我 们 应 用 时 间 
步 长 At 一 1， 它 将 与 我 们 在 第 一 步 选 取 的 离散 时 间 模 型 完全 一 致 ， 除非 因为 选择 
At 一 1 导致 错误 ,我 们 不 必 在 离散 与 连续 之 间 做 选择 .这 样 我 们 已 完成 第 二 步 . 
第 三 步 是 将 模型 公式 化 ， 如 在 第 4 章 所 做 的 一 样 ， 令 xi 一 B，x, 二 下 表示 每 


个 种 的 种 群 水 平 ， 动 态 系 统 在 状态 空间 2. 0, n0 的 方程 是 
dx; Xl 
= 0: 052 (1 ggo) ar 
d x (6) 
de = 0. 08x, (1 — 100 00 a 
为 了 模拟 这 个 模型 我 们 将 从 在 同样 的 状态 空间 上 变换 后 的 差分 方程 开始 
Tı 
Ax, = 0.052, (1 — E e 
(7) 


_ 500500) 
400 000 172 


这 里 Az 表示 种 群 z, 在 一 年 的 时 间 阶 段 Ai 一 1 上 的 变化 .为 运行 这 个 程序 我 们 
必须 提供 a 值 ， 开 始 假 设 a 二 107 ?后面 我 们 将 对 a 做 灵敏 性 分 析 . 
第 四 步 是 通过 运用 计算 机 执行 图 6-2 中 的 算法 ， 模 拟 方程 组 (7) 的 系统 ， 求 
解 这 个 问题 ， 先 模拟 N=204F, A 
ZX1(0) = 5 000 
Z2(0) = 70 000 
开始 ， 在 图 6-9 和 6-10 展示 了 我 们 模型 运行 的 结果 ， 蓝 鲸 和 长 须鲸 有 规律 地 增 
长 ,但 在 20 年 内 它们 没有 接近 我 们 在 第 4 章 分 析 所 预言 的 平衡 态 ， 图 6-11 和 6-12 
10 000 


9 val 


Ax, = 0. 082, (1 


5 000 一 十 一 | | 一 
0 5 10 

n( 年 ) 

图 6-9 捕 鲸 问题 : 当 a 二 10-?，N=20 时 蓝 鲸 x, 随时 间 ”变化 的 图 
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10 
n( 年 ) 


图 6-10 捕 鲸 问 题 : 当 c=10- 7 ，N=20 时 长 须鲸 c 随时 间 ”变化 的 图 


x, = 35 294 


展示 了 当 我 们 设 六 足够 的 大 ， 使 得 这 个 离散 时 间 动 态 系统 充分 地 接近 它 的 平衡 
态 时 的 模拟 结果 . 


40 ~ 


35 | EE 
30 000 A ee ] 
一 25 000 十 
AB 
H 
x 20 000 本 
2 
15 000 
10 000A 
5 000 


0 200 400 600 800 
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图 6-11 捕 鲸 问题 : 当 a=107, N=800 RAR x, 随时 间 变化 的 图 
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400 0007 


+ 


350 0004+- penen I S 
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300 000 +- 


200 000 47e 


150 000 L- 


x2( 长 须鲸 ) 


50000 二 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 一 一 
0 20 40 60 80 100 


n( 年 ) 


图 6-12 HEGRE: 4 a=10-', N=100 时 长 须鲸 xz; 随时 间 n 变化 的 图 


xl( 蓝 鲸 ) 


0 200 400 600 800 
n( 4B) 


图 6-13 捕 鲸 问题 : H a=3X107, N=800 t, WS x 随时 间 n 变化 的 图 


第 五 步 是 用 通俗 的 语言 表达 我 们 的 结果 . 鲸鱼 种 群 的 恢复 需要 很 长 的 时 
间 一 一 长 须鲸 大 约 需要 100 年 ， 而 对 更 严重 衰减 的 蓝 鲸 需要 几 个 世纪 . 

现在 我 们 将 讨论 我 们 的 结果 对 参数 a 的 灵敏 性 ， 这 个 参数 反映 了 两 个 种 群 竞争 
的 程度 图 6-13 到 6-18 展示 了 对 几 个 不 同 的 a 值 模型 模拟 的 结果 当然 对 不 同 的 


148 第 二 部 分 HARB 


a 值 两 个 种 群 的 平衡 态 不 同 ， 但 是 收敛 到 平衡 态 所 需 的 时 间 变 化 不 大 ， 因 此 我 们 
的 一 般 结论 对 任何 的 竞争 程度 是 有 效 的 : 鲸鱼 种 群 需要 几 个 世纪 才能 恢复 . 


160 000 
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图 6-14 捕 鲸 问题 : 当 a=1075, N=800 Rt, W6) x, 随时 间 nn 变化 的 图 
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H 6-15 WAE: 当 a=10-°, N=800 It, WA x 随时 间 ”变化 的 图 
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x2( 长 须鲸 ) 


0 20 40 60 80 100 
n( 年 ) 


图 6-16 捕 鲸 问题 ; 当 a=3X107°, N=100 时 ,长 须鲸 z: 随时 间 ”变化 的 图 


x2( 长 须鲸 ) 


0 20 40 60 80 100 
n( 年 ) 


图 6-17 捕 鲸 问题 当 vc=10-:，N=100 it, KIE z: 随时 间 n 变化 的 图 
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图 6-18 捕 鲜 问题 ， 当 a=10”，，N 一 100 if, KI c 随时 间 n 变化 的 图 


6.3 RAK 


我 们 模拟 动态 模型 的 理由 之 一 就 是 为 获得 系统 行为 的 准确 的 定量 信息 ， 对 某 
些 应 用 来 说 前 一 节 简 单 的 模拟 技巧 太 不 精确 ， 而 且 ， 确实 有 更 精巧 的 数值 分 析 技 
巧 可 以 利用 ， 对 几乎 任何 微分 方程 模型 可 以 求 得 初 值 问题 的 精确 解 ， 在 这 一 节 我 们 
提供 一 个 最 简单 的 能 够 达到 所 需 精确 度 的 求解 微分 方程 系统 的 通常 有 效 的 方法 . 

例 6.3 重新 考虑 前 一 章 例题 5.4 的 RLC 电路 问题 ， 描 述 这 个 电路 的 行为 . 


FE 5. 3 节 我 们 仅仅 是 成 功 地 确定 了 动态 系统 
x = Xr 
/ (8) 
Xe = Tı 


在 (0，0) 邻 域内 的 局 部 性 质 ， 这 是 该 系统 惟一 的 平衡 点 ， 这 个 平衡 点 不 稳定 ， 附 
近 的 解 曲线 逆 时 针 方向 旋转 向 外 .向量 场 草图 ( 见 图 5-11) 几 乎 没有 提供 任何 新 
的 信息 .存在 递 时 针 的 旋转 流 ， 但 是 (在 缺少 附加 信息 下 ) 难 以 断定 解 曲 线 是 旋转 
向 内 、 还 是 向 外 或 两 者 都 不 是 . 


我 们 将 使 用 欧 拉 方 法 模拟 动态 系统 (8)， 图 6-19 给 出 欧 拉 方法 的 算法 .考虑 
连续 时 间 的 动态 系统 模型 
x = F(x) 


其 中 Z 一 (zl，…，xzr) 且 F=(fi; ett, Fads 带 有 初始 条 件 X(to) =x. 
从 初始 条 件 开始 ， 利 用 l 
xzlt+h)— xlt) œ hEF (rt)). 
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wie. 欧 拉 方法 
变量 : :(z) =n H J R B} fl 
Xx1(n) 二 在 时 刻 :(n) 的 第 1 状态 变量 
a(n) = EMA i(n) 的 第 2 状态 变量 
六 一 步 数 
T 一 模拟 结束 时 间 
输入 : (0), z0), z2(0), Ny T 
过 程 : Begin 
he(T—1t00))/N 
for n=0 to N—1 do 
Begin 
zy (at lean) Fhfy Cay Cn), x2(n)) 
x2(n+1)—22(n) +h fe (a(n), x2(n)) 


tnt l—tnd+h 
End 
End 
输出 : CLD), e, N) 
2101), s (N) 


x:(1), wets x:( N) 


图 6-19 欧 拉 方法 的 伪 代 码 


欧 拉 方法 的 每 一 次 迭代 产生 一 个 基于 z( 世 估计 的 对 z(t 十 h) 的 估计 ， 当 步 长 
h 变 小 时 ， 即 步 数 N 增 大 ， 欧 拉 方 法 的 精确 度 增加 .对 小 的 值 ， 状 态 变 量 的 最 
终 值 zCN) 估 计 的 误差 大 约 与 h 成 正比 ， 换 句 话 说 ， 使 用 两 倍 多 的 步 数 ( 即 h 减 小 
一 半 ) 会 增加 两 倍 的 精确 度 . 

图 6-20 和 图 6-21 说 明 对 方程 组 (8) 应 用 计算 机 执行 欧 拉 方 法 得 到 的 结果 . 
在 图 6-20 和 图 6-21 中 的 每 个 图 形 都 是 几 次 模拟 运行 后 得 到 的 结果 .对 每 个 初始 
条 件 集合 我 们 需要 对 输入 参数 TAN 进行 一 次 灵敏 性 分 析 . HARIAK T, 
直到 进一步 的 增 大 也 产生 基本 相同 的 图 像 ( 求 解 仅仅 是 多 做 了 几 次 的 循环 ).， 然后 
我 们 增 大 N，( 即 减 小 步 长 检验 精确 度 ， 如 果 两 倍 的 N 产生 的 图 像 与 前 一 个 图 
像 没 有 明显 的 不 同 ， 我 们 就 认为 对 我 们 的 要 求 来 说 N 已 经 足够 大 了 . 

在 图 6-20 我 们 从 zx (0) =—1, z:(0)=—1.5 开始 .结果 解 曲 线 逆 时 针 方 向 
旋转 地 趋向 原点 . 但 是 ， 在 它 接近 原点 时 ， 解 开始 或 多 或 少 的 具有 周期 行为 ， 绕 
着 原点 旋转 ， 当 我 们 从 原点 附近 出 发 ， 在 图 6-21， 同 样 的 行为 发 生 了 ， 只 是 现 
在 解 曲线 旋转 向 外 ， 在 两 种 情形 解 都 允 近 同一 条 绕 着 原点 的 闭 轨 线 . 这 条 闭 轨 线 
被 称 为 极限 环 . 

图 6-22 展示 了 这 个 动态 系统 的 完整 的 相 图 ， 对 除了 《xy，zx;) 二 (0，、0) 以 外 
的 任何 初始 条 件 ， 解 曲线 趋向 于 同一 个 极限 环 ， 从 这 个 环 的 内 部 开始 ， 解 曲线 旋 
转向 外 ; 从 这 个 环 的 外 部 开始 ， 解 曲线 旋转 向 内 ， 在 图 6-22 看 到 的 这 种 行为 在 
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线性 系统 中 不 会 出 现 ，、 如 果 线 性 动态 系统 的 解 旋转 趋向 原点 ， 则 它 将 总 是 旋转 地 
趋向 原点 .如果 它 旋 转向 外 ， 则 它 总 是 旋转 向 外 直到 无 穷 远 ， 这 个 观察 含有 建 模 
的 上 暗示， 任何 一 个 具有 在 图 6-22 中 所 展示 的 那 种 行为 的 动态 系统 不 能 用 线性 微 
分 方程 恰当 地 建 模 . 


2T T 一 一 一 一 一 


-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 


图 6-20 非 线 性 RLC 电路 问题 : 当 2110) =—-1.0, (0) =~ 1.5 
时 ， 电 压 x, 随 电流 zi 变化 的 图 


0.5 1 
xl 


图 6-21 非 线性 RLC 电路 间 题 : 24 z, (0)=0.1, 2, (0)=0.3 
时 ,电压 r: 随 电流 2, 变化 的 图 
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图 6-22 电压 x, 随 电流 x. 变化 的 图 ， 展 示 了 例题 6. 3 非 线性 
RLC 电路 问题 的 完整 的 相 图 


制作 图 6-20 到 6-22 中 的 图 像 应 用 了 欧 拉 方法 的 电子 表格 软件 ， 电 子 表格 软 
件 的 优势 是 将 计算 与 作 图 放 在 同一 个 平台 执行 ， 并 且 改 变 初 始 条 件 所 产生 的 结果 
可 以 及 时 观测 到 ， 一 个 简单 的 执行 这 个 算法 的 计算 机 程序 是 有 效 的， 但 是 如 果 没 
有 图 形 就 很 难 解释 输出 的 结果 . 许多 图 形 计算 和 计算 机 代数 系统 也 安装 微分 方程 
求解 工具 ， 大 多 数 基于 某 种 改进 的 欧 拉 方法 . 龙 格 库 塔 方法 是 一 种 在 COM 
Zz(t 十 h) 之 间 使 用 了 更 精细 插值 的 改进 ， 见 这 一 章 末 的 习题 21. 不论 你 用 哪 一 种 
的 数值 方法 求解 微分 方程 ， 一定 要 通过 对 控制 精度 的 参数 进行 灵敏 性 分 析 来 检验 
你 的 结果 .除非 细心 的 使 用 ， 否 则 最 精细 的 算法 都 可 能 导致 严重 的 错误 . 

下 一 步 我 们 将 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 确定 我 们 假设 的 微小 改变 对 我 们 一 般 结果 的 
影响 ， 这 里 我 们 将 讨论 电容 的 灵敏 性 .对 灵敏 性 和 稳健 性 的 其 他 问题 的 讨论 放 在 本 
章 末 的 习题 中 ， 在 我 们 的 例子 中 假设 C=1. 对 更 一 般 的 情形 我 们 获得 动态 系统 

y= XIX zx 
/ Tı (9) 
a2 = 
对 任意 C>0 的 向 量 场 都 基本 与 图 5-11 相同 .速度 向 量 在 曲线 zs 一 x1 一 xi bk BS 
EHS, Er 轴 上 呈 水 平 态 . 惟一 的 平衡 态 是 原点 (0，0). 
偏 导 数 和 矩阵 是 
(1-323 一 1 
| UC 0 | 


计算 它 在 zx! 一 0，zz 二 0 的 值 ， 得 到 线性 系统 


208 


210 
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zi _f 1 lyfe 
(=e oj) (10) 
EAS BRATS AE ERE SAE BR I A A PEA. 为 获得 特征 值 我 们 必须 求解 
六 一 
0， 


—1/C A—0) 


1 七 /1 一 去 


5 . 
只 要 0<C<4, RS THRAKR, WMRNAWTELMHSHHREA, FRA 
点 是 不 稳定 的 平衡 态 . 

下 一 步 我 们 需要 考虑 线性 系统 的 相 图 .可 以 通过 求 特 征 值 和 特征 向 量 的 方法 
求解 系统 (10) ， 尽 管 比 较 繁琐 ， 幸 运 的 是 在 目前 情况 下 为 画 出 相 图 并 不 需要 确定 
方程 (10) 精 确 的 解析 解 的 公式 ， 我 们 已 经 知道 这 个 系统 的 特征 值 具有 形式 A = 
atib, pa HER. EMRE 5. 1 节 提 到 的 (在 讨论 例题 5. 1 的 第 二 步 )， 这 
暗示 了 任何 解 曲线 的 坐标 必 为 两 个 函数 项 cos (bt) 和 e” sin On KREAS. H 
句 话 说， 每 条 解 曲 线 向 外 旋转 ， 对 方程 (10) 的 向 量 场 的 粗略 检验 得 知 旋转 必须 按 
道 时 针 方向 ， 于 是 我 们 得 到 对 任意 0<C<4， 方程 (10) 的 线性 系统 的 相 图 看 起 来 
与 在 图 5-12 中 的 非常 相像 . 

我 们 对 线性 系统 (10) 的 检验 表明 对 任意 处 于 原始 的 C=1 附近 的 C 值 ， 非 线 
性 系统 在 原点 附近 的 性 质 必须 基本 上 与 图 6-22 的 一 样 ， 为 了 考察 在 远离 原点 处 
的 情况 ， 我 们 需要 进行 模拟 ， 图 6-23 到 图 6-26 展示 了 利用 欧 拉 方法 对 几 个 不 同 
的 在 1 附近 的 C 值 模拟 动态 系统 (9) 的 结果 .每 次 模拟 运行 我 们 都 从 同 图 6-21 一 


2 


RA’ —A+1/C=0. FEA 
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图 6-23 JERE RLC 电路 问题 : 当 zi (0)=0.1, 2 (0)=0.3, C=0.5 时 ， 
电压 x 随 电流 x, 变化 的 图 


样 的 初 值 开 始 . 
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每 次 解 曲 线 都 旋转 向 外 且 逐 渐 地 被 吸引 向 极限 环 ， 当 C 增 大 时 ， 


极限 环 缩小 ， 对 每 个 C 值 都 用 几 个 不 同 的 初始 条 件 实验 . (附加 的 模拟 没有 都 展 


示 出 来 . ) 显然 ， 
题 6.3 的 RLC 


对 每 种 情况 都 只 有 一 个 极限 环 吸引 离开 原点 的 解 曲线 ， 总 之 ， 例 
电路 对 所 有 处 于 1 附近 的 电容 值 C， 具 有 图 6-22 所 展示 的 性 质 . 


图 6-24 


十 一 
-0.5 0 0.5 1 1.5 
xl 


-一 一 一 一 
-1 


非 线性 RLC 电路 问题 : 4 x, (0)=0.1, z:(0)=0.3, C=0.75 时 ， 
电压 T? 随 电流 Tı 变化 的 图 


图 6-25 


-ł -0.5 0 0.5 1 1.5 


非 线性 RLC 电路 问题 : 当 r (0)=0.1, 22.(0)=0.3, C=1.5 时 ， 
电压 xo 随 电流 zi 变化 的 图 
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图 6-26 非 线性 RLC 电路 问题 : 当 z (0)=0.1, z, (0) 一 0.3，C=2.0 时 ， 
电压 zx: 随 电流 zi 变化 的 图 


6.4 混沌 与 分 形 


20 世纪 最 令 人 兴奋 的 数学 发 现 之 一 是 某 些 动态 模型 的 混沌 行为 ， 混 沌 的 特 
征 是 解 的 明显 的 随机 行为 ， 以 及 对 初始 条 件 的 极端 敏感 ， 混 沌 动态 系统 能 产生 被 
称 为 分 形 的 奇异 极限 集 ， 混 沌 动态 系统 模型 被 运用 于 处 理 满 流 、 具 有 非 周期 种 群 
波动 的 生态 系统 、 心 律 不 齐 、 地 球 磁极 的 偶然 逆转 、 复 杂 的 化 学 反应 、 激 光 和 股 
票 市 场 ， 多 数 的 应 用 都 是 有 争议 的 ， 并 且 仍 在 探索 它们 内 在 的 本 质 ， 混 沌 最 令 人 
惊讶 的 现象 之 一 的 是 它 能 从 简单 的 非 线性 动态 模型 中 显现 出 来 . 

例 6.4 重新 考虑 例题 4. 2 的 鲸鱼 问题 ， 但 现在 我 们 用 一 个 离散 模型 刻画 种 
群 的 增长 ， 以 若干 年 为 一 个 时 间 步 长 ， 我 们 知道 以 一 年 为 一 个 时 间 步 长 ， 离 散 的 
和 连续 的 时 间 模 型 的 行为 基本 相同 ， 我 们 可 以 用 多 长 作为 一 个 时 间 步 长 ， 以 保证 
我 们 模型 的 性 质 不 变 ? 如 果 我 们 使 用 太 长 的 时 间 步 长 ， 模 型 将 会 发 生 什 么 变化 ? 

我 们 将 使 用 五 步 方 法 .第 一 步 的 结果 与 图 4-3 所 示 相 同 ， 在 第 二 步 我 们 具体 
给 定 一 个 连续 时 间 动 态 系统 模型 ， 并 用 欧 拉 方 法 模拟 求解 ， 

考虑 一 个 连续 时 间 的 动态 系统 模型 


dz = E(x) a2) 
dt 


其 中 z= (zi， tty ZA FF=(f,, oy fads 带 有 初始 条 件 x (to = To. 欧 拉 方法 
利用 一 个 离散 时 间 动 态 系统 
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Ar 一 F(x) a3) 


逼近 连续 时 间 系 统 的 性 质 . 使 用 大 步 长 的 理由 之 一 是 给 出 大 范围 的 预测 . 例如， 

如 果 时 间 上 上 以 年 为 单位 度量 ， 则 Ax 二 F(z)Azt 是 根据 现在 状态 的 信息 ， 对 状态 变 

- 量 z 在 经 过 全 年 以 后 的 变化 量 的 一 个 简单 的 推算 .如果 步 长 大 小 的 选择 使 得 相 

对 变化 量 Az/z 仍然 很 小 ， 则 离散 时 间 系 统 (13) 的 行为 将 与 原来 连续 时 间 系 统 

(12) 的 行为 非常 相像 ， 如 果 步 长 太 大 ， 则 离散 时 间 系 统 将 展现 非常 不 同 的 性 质 . 
例 6.5 考虑 简单 的 微分 方程 


-一 =r (14) 


= = zr. (15) 


的 解 进行 比较 . (14) 的 解 具 有 形式 
a(t) = x(0)e ', (16) 
原点 是 稳定 的 平衡 态 ， 且 每 条 解 曲线 指数 阶地 衰减 到 零 ， 而 方程 (15) 的 迭代 函 
数 是 
G(x) = a+ Ax 
一 工 一 At 
= (1— Ad). 
《15) 的 解 具 有 形式 
x(n) 一 (1 一 Ali)"z(0). 
如 果 OAI, M z(z) 一 0 有 指数 阶 那样 快 . 并 且 行 为 与 连续 时 间 征 分 方程 的 
非常 相像 ， 如 果 1<At<2， 我们 仍然 可 以 得 到 x(n) 一 0， 但 是 x(n) 的 符号 在 正 
负 之 间 振 荡 ， 最 后 ， 当 A> 时 ，z(z) 在 振 葛 的 同时 发 散 到 无 穷 ， 总之， 当时 间 
步 长 选择 使 得 相对 变化 率 Az/z 很 小 时 ,方程 (15) 的 解 的 性 质 与 (14) 的 非常 相 
像 ， 如果 时 间 步 长 太 大 ， 方 程 (15) 所 展现 的 性 质 完全 不 同 与 它 类 似 的 连续 时 间 的 
方程 (14). 

对 线性 动态 系统 ， 离 散 逼 近 特 有 的 时 滞 会 导致 出 乎 意料 的 性 质 ， 一 个 稳定 的 
平衡 态 可 能 会 变 成 不 稳定 的 ， 新 的 振荡 可 能 出 现 ， 对 于 线性 系统 ， 这 是 离散 逼近 
的 行为 不 同 于 原来 连续 系统 的 仅 有 的 可 能 的 方式 ， 但 是 ， 对 于 非 线 性 连续 时 间 动 
态 系统 ， 离 散 通 近 还 可 能 导致 混沌 行为 ， 在 一 个 混沌 动态 系统 ， 对 初始 条 件 有 着 
异常 的 敏感 ， 明 显 地 伴随 着 个 别 解 的 随机 行为 ,混沌 通常 出 现在 这 样 的 情形 ， 相 
互 邻近 的 解 趋向 于 分 离 但 整体 保持 有 界 . 这 种 复杂 情形 的 组 合 只 可 能 出 现在 非 线 
性 系统 中 . 

对 离散 时 间 动 态 系统 混沌 现象 的 研究 是 一 个 很 活跃 的 研究 领域 . 某 些 迭代 函 
数 生成 了 非常 复杂 的 轨迹 ， 包 括 分 形 ， 典 型 的 分 形 是 状态 空间 的 一 个 点 集 ， 它 是 
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自 相 似 的 且 它 的 维 数 非 整数 ， 自 相似 的 意思 是 物体 包含 的 小 部 分 正 是 它 自身 在 小 
尺度 下 的 复制 品 ， 确 定 维 数 的 简单 方法 是 计算 覆盖 物体 所 需 的 小 盒子 的 数目 .一 
个 一 维 物体 ， 如 果 小 盒子 是 1/n 大 小 ， 那 就 需要 n 信和 多 个 小 盒子 数 . 对 二 维 物 
体 ， 则 需要 nn 倍 多 个 小 盒子 数 ， 等 等 ， 对 一 个 分 形 维 数 为 d 的 物体 ， 当 盒子 大 
小 为 1/n 趋 于 零 时 ， 盖 住 这 个 物体 的 盒子 数 以 x 倍增 加 . ` 
第 三 步 是 建立 模型 的 公式 ， 从 连续 时 间 动 态 系统 模型 开始 . 


dx, _ — — Tı — 

dt = fi (x 9x2) = 0. 052 (1 550 000) aX, Xe 

dz . (17) 
ote 一 一 — i) 

dt fo xi, Xs) 0. 08z, (1 400 =a) AX | Xo 


在 状态 空间 21 0, 2.20, HP r 表示 蓝 鲸 种 群 ，z: 表示 长 须鲸 种 群 ， 为 进行 
模拟 ， 我 们 将 其 转化 为 在 同一 个 状态 空间 中 的 差分 方程 组 

Az = 万 (Cziyzz)A 

AT: = 广 (Cziyzz)A 
AM, An 表示 在 经 过 At 年 后 蓝 鲸 种 群 的 变化 量 ， 开 始 假设 "=10-* ， 后 面 我 们 
将 对 a 做 灵敏 性 分 析 . 我 们 的 目标 是 确定 离散 时 间 动 态 系统 (18) 解 的 性 质 ， 并 将 
其 与 我 们 已 知 的 连续 时 间 模 型 (17) 解 的 性 质 进行 比较 . 

在 第 四 步 我 们 对 几 个 不 同 的 Ah 二 At 的 值 运用 欧 拉 方 法 的 计算 机 程序 模拟 系统 
(17) 求 解 ， 与 例题 6. 2 一样 假设 z (0) =5 000, 2,(0)=70 000， 图 6-27 解释 了 
经 过 N= 二 50 次 迭代 ， 令 时 间 步 长 为 h==1 年 所 得 到 的 模拟 结果 ， 在 50 年 后 长 须 
鲸 增长 恢复 稳定 ， 但 还 没有 完全 达到 它们 的 最 终 平衡 态 水 平 ， 图 6-28 中 我 们 将 


500 000 
T 


(18) 


| 
. e 


长 须鲸 


图 6-27 当时 间 步 长 = 1 时 对 捕 鲸 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 ， 
长 须鲸 xo 相对 时 间 上 变化 的 图 
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步 长 增加 到 一 2 年 .现在 经 过 N=50 步 和 迭代 后 长 须鲸 种 群 接近 了 它 的 平衡 态 . 
用 更 大 的 时 间 步 长 h 是 一 个 探究 更 远 的 未 来 的 有 效 方法 ,但 是 有 趣 的 事情 发 生 
T. 图 6-29 显示 了 采用 时 间 步 长 h 二 24 年 的 结果 问题 的 解 仍 然 逼 近 它 的 平衡 态 ， 

500 000 


图 6-28 当时 间 步 长 A=2 时 对 捕 纹 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 
长 须鲸 r 相对 时 间 :变化 的 图 


0 200 400 600 800 1 000 1 200 


图 6-29 当时 间 步 长 A= 24 时 对 捕 鲸 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 ， 
长 须鲸 x, 相对 时 间 :变化 的 图 
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但 是 出 现 了 振荡 ， 图 6-30 Ba T RAAT AK h=27 年 所 得 到 的 结果 ， 现 在 种 
群 实际 上 偏离 了 平衡 态 且 最 终 进 入 了 周期 2 的 离散 的 极限 环 ， 当 hh=32 时 解 最 终 
进入 周期 4 极限 环 ， 见 图 6-31， 图 6-32 展示 了 当 h=37 时 ， 解 显示 了 混沌 行为 . 
这 个 效果 类 似 于 一 个 随机 数 的 发 生 器 . A= 40 时 (没有 图 示 )， 解 迅速 地 发 散 到 
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图 6-30 当时 间 步 长 &= 27 时 对 捕 鲸 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 ， 
长 须鲸 z 相对 时 间 i 变化 的 图 
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图 6-31 当时 间 步 长 A= 3.2 时 对 捕 鲸 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 ， 
长 须鲸 zs 相对 时 间 上 变化 的 图 
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无 穷 远 ， 蓝 鲸 种 群 的 行为 也 类 似 . 不同 的 初始 条 件 和 不 同 的 a 信也 产生 类 似 的 结 
果 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 当 步 长 h 增加 都 出 现 从 稳定 到 不 稳定 的 变化 ， 当 平衡 态 变 
得 不 稳定 时 ， 首 先 出 现 振荡 ， 然 后 是 离散 的 极限 环 ， 接 着 是 混沌 ， Ria, MRA 
太 大 ， 解 简单 地 发 散 . 
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图 6-32 当时 间 步 长 A=37 时 对 捕 鲸 问题 的 离散 时 间 模 拟 结果 : 
长 须鲸 zz 相对 时 间 上 变化 的 图 


第 五 步 回 答 问题 ， 对 连续 时 间 模 型 的 离散 逼近 是 有 效 的 ， 只 要 时 间 步 长 小 到 
足以 保证 状态 变量 在 每 个 时 间 步 上 的 相对 变化 率 很 小 即 可 ， 用 大 的 时 间 步 长 使 我 
们 可 以 探究 更 远 的 未 来 ， 但 是 当时 间 步 长 太 大 时 ， 离 散 时 间 系统 的 行为 不 再 与 原 
来 连续 时 间 模 型 的 类 似 ， 在 使 用 较 大 的 时 间 步 长 时 ， 观 察 到 离散 时 间 系 统 的 奇怪 
的 行为 是 有 趣 的 ; 但 是 这 种 行为 与 我 们 正 尝试 模拟 的 现实 情况 没有 显然 的 联系 . 

许多 种 群 模 型 基于 logistic 模型 x 一 rx(1-—x/K) 的 某 种 变形 ， 这 些 模型 的 大 
多 数 在 离散 逼近 时 都 呈现 出 混沌 ， 当 时 间 步 长 增加 时 动态 呈现 如 下 典型 的 变化 
从 稳定 的 平衡 态 到 极限 环 到 混沌 (然后 到 不 稳定 的 发 散 )， 在 从 极限 环 到 混沌 的 变 
化 时 ， 极 限 集 必然 变 成 分 形 ， 本 章 末 的 习题 25 给 出 一 个 解释 ， 关 于 混沌 和 分 形 
已 有 许多 书籍 和 文章 ， 对 大 学 高 年 级 和 研究 生 初级 阶段 的 学 生 ，[ Strogatz， 
1994] 的 书 是 一 本 很 好 的 参考 书 . 

混沌 从 鲸鱼 问题 的 离散 逼近 中 呈现 出 来 是 有 趣 的 ， 但 似乎 与 实际 没有 什么 关 
系 ， 说 的 好 听 些 ， 它 是 数学 的 好 奇 ， 说 的 难听 些 ， 它 是 数值 分 析 中 的 商 病 ， 但 
是 ， 下 一 个 例子 表明 混沌 和 分 形 也 会 出 现在 实际 的 物理 模型 中 . 

例 6.6 考虑 一 个 从 底部 加 热 的 空气 层 ， 在 常规 的 情形 ， 上 升 的 热 空气 与 下 
降 的 冷 空 气相 互 作 用 形成 滑 流 圈 ， 运 动 动态 的 完整 推导 构成 一 个 偏 微分 方程 组 ， 
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可 以 用 傅立叶 变换 方法 求解 ; 见 LLorenz，1963]， 一 个 简化 的 表达 式 包 含 三 个 状 
态 变 量 . zi 表示 对 流 环 旋 转 的 速度，zs 表示 上 升 与 下 降 气 流 的 温差 ，zs 表示 对 
垂直 方向 上 温度 轮廓 的 线性 偏离 ，zs 为 正 值 说 明 边 界 附近 温度 的 变化 更 快 . 这 


个 系统 的 运动 方程 是 
xy = 六 (ziyzayzs) 一 一 azl tor, 
L3 = (zyzayzs) 一 一 Ta ETLi — T T3 (19) 
ts = fs(21 522523) =— brs + 212z 


我 们 将 考虑 当 o= 10, O= 8/3 时 的 实际 情况 ， 参 数 ~ 表示 空气 层 底部 与 顶部 的 温 
差 ， 增加 7 将 注入 更 多 的 能 量 到 这 个 系统 ， 产 生 更 强 的 动力 ， 动 态 方 程 组 (19) 被 
称 为 劳 伦 英 方程 组 ， 以 纪念 研究 它们 的 气象 学 家 E. Lorenz. 
为 求 方程 (19) 的 平衡 态 ， 求 解 三 个 状态 变量 的 方程 组 
— ox, tox, 一 0 
— T: Hre; — zizt; = 0 
— bzr; +212, = 0 
显然 (0，0，0) 是 一 个 解 . 第 一 个 方程 隐 含 着 zi 二 z+,， 带 入 第 二 个 方程 我 们 得 到 
一 Ti 十 rzl 一 Zizs 一 0 
2Z1( 一 1 十 r 一 zs) = 0 
Ak, WR 40, M r=r—1. 于 是 从 第 三 个 方程 我 们 得 到 zx? =b2,=6(r—- 
1)， 如 果 0 和 rr<1， 这 个 方程 没有 实 根 ， 因 此 原点 是 惟一 的 平衡 态 ， 如 果 > 一 1， 
则 z= 二 0， 原 点 仍 是 惟一 的 平衡 点 ， 如 果 ”~>1， 则 存在 三 个 平衡 点 ， 
E, = (0,0,0) 
Et= Mb(r—1) Vb 1) ,r—1) 
E = (-VoG—1), —voGr =r 1). 
做 向 基 场 的 图 形 分 析 是 困难 的 ， 因 为 我 们 现在 遇 到 三 维 问题 .所 以 我 们 通过 
特征 值 分 析 来 检验 这 三 个 平衡 态 的 稳定 性 ， 偏 导数 矩阵 是 
一 0 a 0 
DF = 


7 一 Ta 一 1 一 2 


TX Tı — b 

在 平衡 点 E= O0, 0, 0), ZRH o=10, b=8/3, LERT H 
—10 10 0 

A= r 一 1 0 | 

0 0 —8/3 


对 任意 的 r>0 它 具 有 三 个 实 特征 值 


a 二 — 11 —v81 +40r 
二 一 
2 
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y 二 二 11 十 V8T 十 40r 
,二 二 11 十 Y81 十 40r 
2 


二 8 
3 
如 果 0<r<1， 则 所 有 这 些 特 征 值 是 负 的 ， 因 此 原点 是 稳定 的 平衡 态 ， 如 果 r>l, 
则 ?之 0， 于 是 原点 是 不 稳定 的 平衡 态 . 

对 其 他 两 个 平衡 态 的 分 析 相 当 复 杂 . 幸运 的 是 在 E+ 和 上 的 特征 值 是 相同 
的 ， 对 任意 的 >] 存在 特征 值 1 二 0， 和 一 对 复 共 示 特征 值 4 =a + iB, As =a— ip. 
当 1<r<ro。 时 ， 实 部 a EH, 4ror 时 实 部 e SIEM, o~l.35. A, %4 
l<r<n 时, 在 Er 和 EE KARP REM EGS, 4 ror 时 每 个 平衡 态 都 是 
不 稳定 的 .在 这 两 个 平衡 态 附 近 的 解 与 线性 系统 xz’ = Ar 的 解 具有 非常 相似 的 特 
性 ，A 是 偏 导数 DF 在 平衡 点 的 估计 和 值 ， 线 性 解 的 每 个 分 量 可 以 写成 形 如 函数 
en’, e* cos(Bt) All e* sin( Be) HM RPE. 当 1<r<r 时 ， 解 曲线 旋转 地 趋向 非 
零 平 衡 态 ， 而 当 r>r 时 解 曲线 旋转 地 向 外 ， 最终 ， 当 >r 时 ， 解 也 不 是 发 散 
地 趋向 无 穷 远 ， 从 前 面 例子 5. 4 的 非 线性 RLC 电流 问题 我 们 已 经 看 到 这 种 现象 . 
计算 机 模拟 结果 表明 解 曲线 最 终 进入 极限 环 ， 现 在 我 们 将 模拟 动态 系统 (19)， 以 
确定 解 的 长 期 特性 . 

三 个 状态 变量 的 欧 拉 方法 使 用 完全 相同 于 图 6-19 中 所 示 的 算法 ， 只 是 多 增 
加 一 个 状态 变量 . 算法 的 计算 机 程序 被 用 于 模拟 方程 (19) 在 情形 o=10 A b=8/3 
时 的 解 ， 图 6-33 显示 了 ”一 8， 初 始 条件 (z ，xs，z;) 二 (1，1，1) 时 的 模拟 结果 . 
RNB 2 关于 x 变化 的 图 ， 是 因为 这 些 变量 最 容易 被 解释 ， 我 们 取 N=500 和 


A3 = 


xl 


图 6-33 当 一 8， 初始 条 件 (zi， X25 x)=(1, l, DA, 
天 气 问题 的 温度 差 xz; 关于 对 流 率 x, 变化 的 图 
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227 


164 第 二 部 分 动态 模型 


T=5 使 得 步 长 大 小 为 h=0.01.， 此 外 还 做 了 灵敏 性 分 析 以 确信 模拟 时 间 的 增加 
或 步 长 的 减 小 会 导致 基本 相同 的 图 像 . 正如 我 们 在 早期 分 析 所 猜测 的 那样 ， 解 曲 
线 旋转 地 趋向 在 zi 一 zz 一 4.32( 且 zs 二 7) 平 衡 点 ， 注意 到 zi 表示 对 流 环 的 旋转 
BE, rn 表示 上 升 与 下 降 气 流 的 温差 。 当 r= 二 8 时 这 两 个 量 最 终 趋向 于 一 个 稳定 
的 平衡 态 ， 图 6-34 展示 了 对 情况 7 二 8， 初 始 条 件 (z1，x: ，z;) 一 (7，1，2) 的 模 
拟 结果 ， 记 住 这 个 图 实际 上 是 三 维 图 形 的 投影 ， 当 然 实际 的 解 曲 线 不 自 交 ， 那 将 
会 破坏 解 的 惟一 性 . 解 再 次 旋转 地 趋向 平衡 态 . 


图 6-34 当 r 一 8， 初 始 条 件 (z: ，z ，z) 一 (7，1，2) 时 ， 
天 气 问题 的 温度 差 rs 关于 对 流 率 zi 变化 的 图 


当 我 们 增加 的 值 ， 模 拟 变 得 对 离散 方式 非常 敏感 . 图 6-35 展示 了 对 情况 
r=18, WRC, z2, r3) = (6.7, 6.7, 17) MEHR. 我 们 取 N= 500 
Al T=2.5, PRBRH h=0. 005. 解 曲线 在 缓慢 的 向 内 盘旋 前 进 的 同时 绕 平衡 
点 有 一 (6.733，6.733，17) 快 速 地 旋转 ， 6-36 展示 了 采用 N=500 M T=5, 
对 稍微 大 的 步 长 A=0.01 得 到 的 相同 模拟 的 结果 .此 时 解 盘 旋 向 外 ， 离 开平 衡 
S. 当然 这 不 是 连续 时 间 模 型 真正 会 发 生 的 情况 ， 只 是 我 们 的 模拟 方法 所 导致 的 
不 真实 的 情况 ， 因 为 系统 处 在 稳定 和 不 稳定 的 附近 ， 我 们 必须 小 心地 对 参数 N 
和 了 进行 灵敏 性 分 析 ， 以 保证 离散 时 间 系 统 的 行为 确实 反映 了 连续 时 间 模 型 所 
发 生 的 情况 . 

最 后 我 们 考虑 情形 ~ 盖 m， 此 时 平衡 态 都 是 不 稳定 的 ， 图 6-37 显示 了 采用 
r 一 28， 初 始 条 件 (z ，x;，Zx;) = 二 (9，8，27) 时 的 模拟 结果 ， 我们 取 N=500 和 
T= 二 10， 于 是 步 长 为 h 一 0.02， 经 过 对 参数 N 和 T 的 细致 的 灵敏 性 分 析 以 证 实 解 
曲线 的 确 反 映 了 连续 时 间 模 型 的 性 质 ， 首 先 解 曲线 迅速 的 绕 着 平衡 点 E+ = (8. 485， 
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8. 485，27) 旋 转 ， 同 时 它 非 常 缓慢 地 螺旋 式 地 向 外 移动 .然后 解 曲线 离开 ， 奔 向 
HAE =( 一 8.485， 一 8. 485，27) ， 在 那 它 盘 旋 了 一 阵 ， 再 回头 奔 向 ET, $ 
用 较 大 的 值 N 和 了 模拟 ， 以 证 实 解 从 不 重复 已 走 过 的 路 线 ， 并 且 始 终 保 持 有 界 . 
它 继续 在 E+ 周围 和 E 周围 的 区 域 之 间 穿梭 . 
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6.68 


6.7 6.71 6.72 6.73 6.74 6.75 6.76 6.77 
xl 


图 6-35 ¥ r=18, BMRA Crs z2, r3)=(6.7, 6.7, 17), HK h=0. 005 ff, 
天 气 问 题 的 温度 差 rz 关于 对 流 率 z 变化 的 图 
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图 6-36 r= 18, PRR Cr, z2, z3)=(6.7, 6.7, 17), HK A=0.01 时 ， 
天 气 问题 的 温度 差 zx; 关于 对 流 率 zi 变化 的 图 
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从 附近 的 初始 条 件 出 发 的 其 他 解 也 表现 出 基本 相同 的 行为 ， 也 存在 对 初始 条 
件 的 异常 的 灵敏 性 ， 开 始 非常 靠近 的 解 最 终 相 互 远 离 ， 在 图 6-37 中 的 解 在 时 刻 
t=0 从 点 (zi，Z，xzs) 一 (9，8，27) 出 发 ， 到 时 刻 :=10 处 于 盘旋 在 £7 周围 的 
状态 ， 而 一 个 附近 的 解 曲线 ， 在 时 刻 上 一 0 WRC, z2, 2s) = (9.01, 8, 27) 44 
发 ， 到 时 刻 :一 10 BRA EB. 图 6-38 比较 了 这 两 个 解 的 zx 坐标 经 过 的 


30 


0 征 一 于 一 一 一 一 一 一 一 一 本 一 一 一 一 一 
-30 -20 -10 i 0 10 20 
x 


PA 6-37 当 r 一 28， 初 始 条 件 (z . r2, 23)=(9, 8, 27), 
天 气 问题 的 温度 差 r 关于 对 流 率 x, 变化 的 图 


Æ 6-38 4 r=28 时 ， 天 气 问 题 的 对 流 率 x 关于 时 间 : 的 变化 的 图 ， 比 较 两 个 
初始 条 件 (x1，zx2，zx3) 二 (9，8，27) 和 (zx, zz, x3)=(9.01, 8, 27) 
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路 径 ， 通 过 在 时 刻 :一 10 的 状态 不 可 能 猜想 到 这 两 个 解 是 从 几乎 相同 的 初始 条 件 
出 发 的 ， 如 果 我 们 取 模 拟 时 间 工 越 来 越 大 ， 我 们 看 到 这 两 条 解 曲线 在 状态 空间 
有 着 几乎 完全 相同 的 形状 .这 个 极限 集 被 称 为 奇怪 吸引 子 ， 虽然 它 是 有 界 的 ， 但 
它 的 长 度 是 无 穷 的 ， 且 截面 (例如 ， 曲 线 与 平面 zs =0 相交 的 点 集 ) 是 典型 的 分 
形 ， 事 实 上 ， 处 理 奇 怪 吸 引子 的 合理 的 分 析 方法 是 考虑 从 一 个 给 定 相交 点 到 下 一 
个 相交 点 的 映射 。 这 个 迭代 函数 很 像 为 分 析 例 题 6. 4 种 群 增长 的 logistic 模型 所 
构造 的 函数 . 按 这 个 超出 目前 预期 范围 的 研究 方式 ， 对 离散 和 连续 时 间 的 动态 系 
统 的 分 析 发 现 了 新 的 关联 . 


6.5 练习 


1. 重新 考虑 例题 6. 1 战争 问题 ， 对 这 个 问题 我 们 考虑 天 气 对 战争 的 影响 ， 坏 天 
气 和 糟糕 的 能 见 度 会 降低 双方 直接 交火 武器 的 效率 ， 间接 交火 武器 的 效率 相 
对 而 言 不 太 受 天 气 的 影响 ， 我 们 可 以 在 模型 中 表达 坏 天 气 的 影响 如 下 ， 记 w 
为 坏 天 气 条 件 导致 的 武器 效率 的 下 降 ， 用 

Ax, =— uA (0. 05) 2, — ACO. 005) x; 2, 
Az, =— w0. 052, — 0. 0052, 22. 

代替 动态 系统 (3)， 这 里 参数 Ow] 表示 天 气 条 件 的 变化 范围 ，zw 一 1 表示 

最 好 的 天 气 ，w=0 表示 最 糟糕 的 天 气 . 

(a) 运 用 计算 机 实现 图 6-2 的 算法 模拟 离散 时 间 动 态 系统 (20) ， 取 1=3， 假 设 
不 利 的 天 气 引起 双方 武器 效率 降低 75% (w= 0. 25). 谁 将 赢得 这 场 战斗 ， 
且 战 斗 将 进行 多 长 时 间 ? 胜利 的 一 方 还 剩 下 多 少 队伍 ? 

(b) 对 w==0.1, 0.2, 0.5, 0.75 和 0.9 各 种 情况 重复 上 面 的 分 析 ， 且 将 结果 
列表 ， 回 答 (a) 中 提出 的 问题 . 

(c) 哪 一 方 从 不 利 的 天 气 条 件 中 受益 ?如 果 你 是 蓝 军 指挥 官 ， 你 希望 红军 在 晴 
天 还 是 雨天 进攻 ? 

(dd) 检验 你 在 (a)，(b) 和 (c) 所 得 到 的 结论 对 蓝 军 相 对 于 红军 的 武器 优势 程度 
依赖 的 灵敏 性 ， 对 4 二 1.5，2.0，4.0 和 5.0 重复 你 在 (a) 和 (b) 所 做 的 模 
W, HARIR. 重新 考虑 在 你 在 Cc) 所 做 的 结论 ， 它 们 仍然 正确 吗 ? 

2. 重新 考虑 例题 6. 1 战争 问题 . 对 这 个 问题 我 们 考虑 战术 对 战斗 结果 的 影响 . 
红军 指挥 官 正 在 考虑 选择 五 个 师 中 的 两 个 师 保留 到 战斗 的 第 二 天 或 第 三 天 . 
你 可 以 做 两 个 独立 的 实验 去 模拟 偏离 基本 情况 的 每 种 可 能 ， 首 先 模拟 战斗 的 
第 一 天 或 前 两 天 ， 两 个 蓝 军师 对 抗 三 个 红军 师 . 然后 将 模拟 得 到 的 结果 作为 
下 一 步 战 斗 的 初始 条 件 ， 且 对 红军 增加 两 个 师 . 

(a) 运 用 计算 机 实现 图 6-2 的 算法 模拟 第 一 阶段 的 战斗 ， 在 这 一 阶段 两 个 蓝 军 
师 对 抗 三 个 红军 师 . 假设 = 一 2， 并 将 最 后 力量 在 两 种 情形 (12 或 24 小 时 战 
斗 ) 下 列表 . 


(20) 
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(b) 用 (Ca) 的 结果 模拟 下 一 阶段 的 战斗 ， 红 军 增加 两 个 师 ， 继 续 模拟 .对 每 种 
情形 指出 哪 边 赢得 战斗 ， 赢 者 还 剩 多 少 兵力 ， 战 斗 进行 多 长 时 间 ( 两 个 阶 
段 战斗 共 进 行 多 少时 间 ). 

〈c) 红 军 指挥 官 可 能 选择 在 第 一 天 就 投入 全 部 力量 ， 或 者 保留 两 个 师 一 天 或 两 
RK. 这 三 个 战术 哪个 较 好 ? 在 取得 胜利 的 基础 上 以 损失 最 少 的 兵力 为 
最 优 . 

(d) 对 描述 蓝 军 武 器 优势 程度 的 参数 进行 灵敏 性 分 析 . 对 A=1.0，1.5， 
3.0，5.0 和 6.0 重复 (a) 和 (b)， 对 每 个 4 值 确定 最 优 战术 .叙述 你 关于 红 
军 最 优 战 术 的 一 般 结果 . 


- 重新 考虑 例题 6. 1 战争 问题 ， 对 这 个 问题 我 们 考虑 战术 核武 器 对 战争 的 影响 . 


处 在 绝望 情形 ， 蓝 军 指挥 官 考虑 实施 一 次 战术 核武 器 打击 ， 估计 到 这 样 一 次 

打击 会 杀害 或 重创 70%% 的 红军 和 35% 的 蓝 军 . 

(a) 运 用 计算 机 实现 图 6-2 的 算法 模拟 离散 时 间 动 态 系统 (3) ， 假 设 蓝 军 指挥 员 
下 令 立 刻 进行 一 次 核 打 击 。 从 初始 条 件 z = (0. 3095.0, 2. =(0. 65)2. 0 FF 
始 ， 取 4 二 3， 谁 将 赢得 战斗 ， 战 斗 将 持续 多 长 时 间 ? 赢 方 还 剩 下 多 少 师 的 
兵力 ? 在 这 种 情形 下 蓝 军 如 何 从 进行 一 次 核 打 击 中 得 益 ? 

(b) 模 拟 蓝 军 指 挥 员 在 等 待 六 小 时 后 下 达 核 打击 命令 的 情形 .从 x 二 5 和 x, =2 
开始 模拟 六 小 时 的 战斗 ， 然 后 减少 双方 的 队伍 数量 以 反映 一 次 核 打 击 后 的 
结果 ， 再 接着 模拟 .回答 在 (a) 部 分 提出 的 同样 的 问题 . 

(c) 将 (a) 和 Cb) 的 结果 与 本 章 总 结 的 消耗 战 的 情况 比较 ， 讨 论 由 蓝 军 提议 进行 
的 战术 核 打 击 的 益处 ， 这 样 的 提议 有 效 吗 ? 如果 有 效 ， 指 挥 员 应 在 何 时 要 
求 进行 核 打 击 ? 

(d) 检 验 你 在 (c) 部 分 的 结论 对 蓝 军 武器 优势 程度 4 的 灵敏 性 ， 对 1 一 1.0， 
1.5，3.0，5.0 和 6.0 重复 (a) 和 (b) 部 分 的 模拟 ， 回 答 上 面相 同 的 问题 . 


. 重新 考虑 例题 5. 2 的 空间 对 接 问 题 ， 假 设 初始 接近 速度 为 50m/s， 加 速度 


AE. 

(a) 确 定 对 接 所 需要 的 时 间 ， 假 设 控制 因子 为 &=0.02， 运 用 计算 机 执行 在 图 
6-2 给 出 的 算法 模拟 离散 时 间 动 态 系 统 ， 假 定 当 接近 的 速度 的 绝对 值 一 直 
小 于 0. 1m/s 时 对 接 完成 . 

(b) 对 & 二 0.01，0.02，0.03，…，0. 20 各 种 情况 重复 (a) 部 分 的 模拟 ,确定 
每 种 情况 进行 对 接 所 需要 的 时 间 . 在 这 些 值 中 哪个 导致 最 短 的 对 接 
时 间 . 

(co) 假设 初始 接近 速度 为 25m/s， 重 复 (b 部 分 的 模拟 ， 

《d) 假 设 初 始 接近 速度 为 100m/s， 重 复 (b) 部 分 的 模拟 ， 对 这 个 对 接 过 程 ， 关 
于 & 的 最 优 值 你 得 到 什么 结论 ? 


5. 重新 考虑 第 4 章 习题 10 引入 的 疾病 传染 问题 ， 运 用 计算 机 实现 在 图 6-2 给 出 


POE 动态 模型 的 模拟 169 


的 算法 模拟 离散 时 间 动 态 系统 .回答 原 习题 中 从 (a) 到 (d) 部 分 所 提 的 问题 . 
6. 在 第 4 章 习题 4 我 们 为 鲸鱼 问题 引入 了 一 个 简化 的 种 群 增长 模型 . 

Ca) 模拟 这 个 模型 ， 假 设 现 有 5 000 REMM 70 000 长 须鲸 .假设 ==107' 且 
运用 6. 2 节 简 单 的 模拟 技术 . 根据 这 个 模型 经 过 长 时 期 两 个 鲸鱼 种 群 将 发 
生 什么 变化 ? 

(b) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 现 有 5 000 条 蓝 鲸 条 件 的 灵敏 性 ， 分 别 假设 现 有 
3 000, 4000, 6000, 或 7 000 条 蓝 鲸 ， 重 复 (a) 部 分 的 模拟 ， 你 的 结论 对 
海洋 中 现 有 准确 的 蓝 鲸 数 的 灵敏 程度 如 何 ? 

(c) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 蓝 鲸 的 内 豪 增 长 率 每 年 为 5% 的 灵敏 性 .分别 假 
设 每 年 的 增长 率 为 3，4，6 或 7%， 重复 (a) 部 分 的 模拟 ， 你 的 结论 对 实际 
的 内 让 增 长 率 的 灵敏 程度 如 何 ? i 

(d) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 竞争 系数 a 的 灵敏 性 ， 分别 假设 a= l0, 
10“，10 “和 10“， 重 复 (a) 部 分 的 模拟 .你 的 结论 对 两 个 种 群 之 间 竞 争 
的 强度 的 灵敏 程度 如 何 ? 

7. 在 第 4 章 习 题 5 鲸鱼 问题 中 我 们 引 人 和 人 一 个 复杂 的 种 群 增长 模型 . 

[提示 : 需要 用 欧 拉 方 法 . ] 

〈a) 模 拟 这 个 模型 ， 假 设 现 有 5 000 Hi MRAM 70 000 KAR. Mi a=10 A 
运用 6. 2 节 简 单 的 模拟 技术 ， 根 据 这 个 模型 经 过 长 时 期 两 个 鲸鱼 种 群 将 发 
生 什 么 变化 ?两 个 鲸鱼 种 群 是 否 能 够 恢复 ,或 者 一 个 或 两 个 种 群 将 灭亡 ? 
这 需要 多 长 时 间 ? 

(b) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 现 有 5 000 条 蓝 包 条件 的 灵敏 性 .分 别 假设 现 有 
3 000，4 000, 6 000, 8 000 或 10 000 条 蓝 包 ,重复 (a) 部 分 的 模拟 ， 你 的 
结论 对 海洋 中 现 有 准确 的 蓝 鲸 数 的 敏感 程度 如 何 ? 

(c) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 蓝 鲸 的 内 豪 增 长 率 每 年 为 5% 的 灵敏 性 ， 分 别 假 
设 每 年 的 增长 率 为 3，4，6 或 7%， 重复 (a) 部 分 的 模拟 .你 的 结论 对 实际 
的 内 让 增 长 率 的 敏感 程度 如 何 ? 

(d) 检 验 在 (a) 部 分 你 的 结论 对 假设 最 小 的 有 效 的 蓝 包 种 群 水 平 是 3 000 条 的 灵敏 
性 . 分别 假设 实际 水 平 是 1000，2 000，4 000，5 000 或 6 000 条 ,重复 (a) 
部 分 的 模拟 ， 你 的 结论 对 蓝 鲸 的 实际 的 最 小 的 有 效 种 群 数 的 灵敏 程度 如 何 ? 

8. 重新 考虑 第 4 章 习 题 6， 假 设 =10-* ， 现 有 种 群 数 B=5 000 和 下 二 70 000. 

(a) 用 计算 机 实现 在 6. 2 节 运 用 的 简单 算法 确定 捕捞 的 影响 。 假设 已 = 3 000 船 
天 /年 .根据 这 个 模型 经 过 长 时 期 两 个 鲸鱼 种 群 将 发 生 什 么 变化 ? Bh 
鱼 种 群 是 否 能 够 恢复 ， 或 者 一 个 或 两 个 种 群 将 灭亡 ? 这 需要 多 长 时 间 ? 

Cb) RI E=6 000 船 天 /年 ， 重 复 (a) 部 分 的 模拟 ， 

(c) 正 在 什么 范围 内 能 够 使 得 两 个 鲸鱼 种 群 数 逼 近 非 零 的 平衡 态 ? 

(d) 分 别 对 a=107°, 107°, 10°F 10-:， 重 复 (c) 部 分 的 模拟 ， 并 将 结果 列 
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9. 


R. 讨论 你 的 结果 对 两 个 种 群 之 间 的 竞争 程度 的 灵敏 性 . 

重新 考虑 第 4 章 习 题 6 的 鲸鱼 问题 ， 对 这 个 问题 我 们 探讨 经 济 利益 驱动 导致 一 

类 鲸鱼 种 群 灭 绝 ， RERA 5 000 条 蓝 鲸 和 70 000 长 须鲸 . 

(a) 假 设 E=3 000 船 天 /年 ， 模 拟 这 个 模型 ， 运 用 6. 2 节 简 单 的 模拟 技巧 ， 且 
假设 ==10“”.， 确定 长 期 的 每 年 以 蓝 鲸 为 单位 的 捕获 量 (2 条 长 须鲸 二 1 条 
蓝 鲸 单位 ). 

(b) 确 定 捕捞 的 力度 使 得 长 期 的 以 蓝 鲸 为 单位 计算 的 捕获 率 最 大 ， 分 别 模拟 当 
E=500, 1 000，1 500，…，7 500 船 天 /年 的 情况 ， 哪 种 情形 可 以 导致 最 
高 的 可 实现 的 产量 ? 

Cc) 假设 按 使 得 长 期 的 以 蓝 镶 为 单位 的 捕获 率 最 大 的 捕捞 力度 捕捞 ， 根 据 这 个 
模型 经 过 长 期 捕捞 后 这 两 个 种 群 将 会 发 生 什么 变化 ?两 个 种 群 都 会 恢复 ， 
或 一 个 或 两 个 种 群 都 灭亡 ? 这 些 将 在 多 久 以 后 发 生 ? 

〈d) 某 些 经 济 学 家 争辩 说 捕 鲸 人 为 了 鲸鱼 行业 将 会 维持 长 期 的 可 持续 的 最 大 产 
量 . 如 果 这 样 ， 连 续 捕 捞 是 否 会 导致 一 个 或 两 个 鲸鱼 种 群 的 灭绝 , 


10.《〈 继 续 习 题 9) 某 些 经 济 学 家 争辩 说 捕 鲸 人 将 会 为 整个 捕 鲸 行业 获得 最 大 的 税 


11. 


收 补贴 确定 捕捞 计划 ， 假 设 捕捞 产生 税金 是 每 蓝 鲸 单位 为 10 000 美元 ， 并 且 
税收 减免 率 为 10%.， 如果 在 第 i 年 税金 为 R;， 整 个 税金 补贴 为 
Rs HAR; +R: +a°R; ++, 

其 中 4 表示 补贴 率 ( 此 题 取 4==0. 9) 

(a) it E=3 000 船 天 /年 ， 模 拟 这 个 模型 。 运 用 6. 2 节 简 单 的 模拟 技巧 ， 且 
假设 a=10-?， 确 定 此 时 的 整体 税收 补贴 . 

(b) 确 定 使 得 整体 税收 补贴 最 大 的 捕捞 计划 ,分别 模 拟 各 种 情况 E= 500， 
1 000,1 500, ++, 7 500 船 天 /年 . 哪 种 情况 使 整体 税金 补贴 值 最 大 ? 
(c) 假 设 鲸鱼 捕捞 量 使 得 整体 税收 补贴 最 大 ， 根 据 这 个 模型 经 过 长 期 捕捞 后 
这 两 个 种 群 将 会 发 生 什么 变化 ? 两 个 种 群 都 会 恢复 ， 或 一 个 或 两 个 种 群 

都 灭亡 ? 这 些 将 在 多 久 以 后 发 生 ? 

(d) 对 反映 两 个 种 群 之 间 的 竞争 程度 参数 a 进行 灵敏 性 分 析 ， 分 别 考虑 = 
10“，10“，10 尺 和 10~，， 并 将 结果 列表 .讨论 你 的 结果 对 两 个 种 群 之 
间 的 竞争 程度 的 灵敏 性 . 

重新 考虑 第 4 章 习 题 7 的 捕食 一 被 捕食 模型 

〈a) 通 过 模拟 确定 鲸鱼 和 磷 虾 的 平衡 态 、 运用 6. 2 节 简 单 的 模拟 技巧 ， 从 几 个 
不 同 的 初 值 开 始 ， 一 直 运 行 到 两 个 种 群 水 平 达 到 稳定 状态 . 

(b) 在 两 个 种 群 水 平 达 到 稳定 状态 后 ， 假 设 一 场 生态 灾害 杀害 了 20% 的 鲸鱼 
和 80%% 的 磷 虾 ， 描 述 两 个 种 群 将 发 生 什 么 变化 ， 且 这 种 变化 需要 经 历 多 
长 时 间 . . : 

(co) 假设 捕捞 使 得 鲸鱼 只 剩 下 它 的 平衡 态 的 5%， 而 磷 虾 保持 平衡 态 的 数量 
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13. 


14. 


15. 


描述 一 旦 停止 捕捞 将 发 生 什么 情况 ， 鲸鱼 恢复 需要 多 长 时 间 ? 磷 虾 群体 
将 发 生 什么 变化 ? 

(qd) 检 验 你 在 (c) 部 分 的 结论 对 鲸鱼 剩余 量 5% 假 设 的 灵敏 性 .分 别 模拟 当 只 
剩 下 1%，3%，7% 和 10% 时 的 情况 ， 且 将 你 的 结果 列表 ， 鲸 鱼 种 群 恢复 
所 需 的 时 间 对 它 受 损 害 的 程度 的 灵敏 性 如 何 ? 


. 重新 考虑 例题 5. 1 的 树木 问题 . 


(a) 确 定 硬 材 树 和 软 材 树 增长 到 它们 的 稳定 的 平衡 态 的 90% 所 需 的 时 间 ， 假 
设 初始 种 群 为 软 材 树 1 500 吨 /英亩 ， 硬 材 树 100 吨 / 英 亩 ， 正 是 在 这 种 情 
况 我 们 打算 引入 一 种 新 的 更 有 价值 的 树种 到 这 个 现存 的 生态 系统 ， 假 设 
2 一 ai/2， 并 运用 6.2 节 简 单 的 模拟 技巧 . 

(b) 确 定 硬 材 树 的 生物 量 处 于 增长 速度 最 快 的 点 . 

(ce) 假设 硬 材 树 每 吨 价格 是 软 材 数 的 4 倍 ， 确 定 森 林 价值 (美元 /英亩 ) 增 长 速 
度 最 快 的 点 . 

(继续 考虑 习题 12) 皆 伐 就 是 将 森林 的 所 有 树 同时 砍 光 然后 重新 植树 ， 

〈a) 确 定 最 优 的 森林 收获 策略 ， 即 确定 在 多 少年 后 将 树 砍 光 重 新 植树 ， 假 设 
重新 种 上 硬 材 树 100 吨 /英亩 和 软 材 树 100 吨 /英亩 ， 你 须 回 答 每 年 每 英亩 
生长 多 少 价值 的 美元 . 

(b) 假 设 只 种 植 硬 材 树 (200 吨 / 英 亩 )， 确 定 最 优 的 森林 收获 策略 

(co) 重 新 讨论 (b)， 但 现在 假设 只 种 植 软 材 树 (200 吨 / 英 亩 ). 

〈《d) 给 森林 管理 员 解 释 最 优 的 皆 伐 策略 . 在 什么 情况 下 你 会 考虑 卖 土地 而 不 
是 重新 种 植树 . 

重新 考虑 第 4 章 习 题 5 更 复杂 的 种 群 竞争 模型 ， 假 设 a 二 10™ 

(a) 运 用 欧 拉 方法 的 计算 机 程序 模拟 这 个 模型 的 行为 ， 从 初始 条 件 x =5 000 
REMA x. =70 000 条 长 须鲸 开始 ， 向 课文 一 样 ， 对 N ALT 进行 灵敏 性 
分 析 以 保证 你 的 结果 的 有 效 性 ， 根 据 这 个 模型 在 长 时 间 以 后 这 两 个 种 群 
将 发 生 什 么 变化 ? 这 两 个 种 群 都 会 恢复 ， 或 一 个 或 两 个 种 群 都 灭亡 ? 这 
些 将 在 多 久 以 后 发 生 ? 

《b) 对 初始 条 件 中 蓝 鲸 和 长 须鲸 的 某 个 数量 范围 重复 (a) 的 讨论 ， 将 你 的 结果 
列表 ， 并 对 每 种 情况 回答 (a) 部 分 提出 的 相同 的 问题 . 

《c) 利 用 Ca) 和 (Cb) 的 结果 给 出 这 个 系统 的 完整 的 相 图 . 

(d) 确 定 相 图 中 的 区 域 ， 在 这 个 区 域 中 一 个 或 两 个 种 群 都 注定 灭亡 . 

重新 考虑 例题 6. 3 的 RLC 电路 问题 ， 对 表示 电感 的 参数 L 进行 灵敏 性 分 析 . 

(a) 将 动态 系统 模型 (8) 推 广 到 一 般 情形 L>>0， 这 个 模型 的 向 量 场 如 何 随 上 
变化 ? 

(b) 确 定 在 原点 邻 域内 通 近 非 线性 RLC 电路 行为 的 线性 系统 ， 计 算 线 性 系统 
的 特征 值 ， 它 是 工 的 函数 ， 确 定 上 的 取 值 范围 ， 使 得 两 个 特征 值 是 具有 
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16. 


17. 


~J 


18. 


正 实 部 的 复数 ， 就 像 L=1 的 情况 一 样 . 

(ce) 分 别 对 各 种 情况 L=0.5, 0.75, 1.5 和 2. 0， 运 用 欧 拉 方法 的 计算 机 程序 
模拟 RLC 电路 行为 ， 使 用 同样 的 如 图 6-21 的 初始 条 件 x 二 0.1，zx; = 
0. 3。 像 课文 一 样 ， 对 每 一 种 情况 进行 关于 工 和 N 的 灵敏 性 分 析 以 保证 你 
的 结果 的 有 效 性 . 

(d) 对 (c) 中 提出 的 每 个 上 值 模拟 若干 个 初始 条 件 ， 对 每 种 情况 画 出 完整 的 相 
E. 描述 这 些 相 图 是 如 何 随 着 电感 工 的 变化 而 变化 的 . 

重新 考虑 例题 6. 3 的 RLC 电路 问题 ， 现 在 考虑 当 电 容 C> 时 将 会 发 生 什么 

情况 . 

Cad Rt C>4 的 情况 利用 特征 值 和 特征 向 量 方法 求解 线性 系统 (10). 

〈b) 画 出 这 个 线性 系统 的 相 图 ， 相 图 如 何 作为 C 的 函数 而 变化 ? 

(c) 分 别 对 各 种 情况 C=5，6，8 和 10， 运 用 欧 拉 方法 的 计算 机 程序 模拟 RLC 
电路 ， 使 用 像 图 6-21 一 样 的 初始 条 件 zi =0.1, zz 一 0.3， 像 课文 一 样 ， 
对 每 种 情况 进行 关于 N 和 了 的 灵敏 性 分 析 以 保证 你 的 结果 的 有 效 性 . 

〈d) 对 (c) 中 提出 的 每 个 C 值 模拟 若干 个 初始 条 件 ， 对 每 种 情况 画 出 完整 的 相 
图 ， 与 课文 中 所 讨论 的 0<C<4 的 情形 对 比 ， 当 我 们 在 这 两 种 情形 之 间 
变化 时 ， 在 相 图 中 出 现 了 什么 变化 ? 

重新 考虑 例题 6. 3 的 RLC 电路 问题 ， 现 在 考虑 我 们 的 一 般 结 论 关于 电阻 假 

设 的 稳健 性 ， 在 这 个 RLC 电路 中 假设 电阻 具有 v 一 i 特征 f(x) 二 xz? 一 zx， 此 

处 我 们 假设 f(x) = x 一 ax， 其 中 参数 a 表示 正 实数 ，(a 二 一 4 是 例题 5. 3 

的 选择 . ) 

(a) 推 广 动态 系统 模型 (8) 到 一 般 情形 a 汪 >0， 这 个 模型 的 向 量 场 如 何 随 a 
变化 ? 

(b) 确 定 在 原点 邻 域内 逼近 非 线 性 RLC 电路 行为 的 线性 系统 ， 计 算 线 性 系统 
的 特征 值 ， 它 是 a 的 函数 . 

(c) 画 出 这 个 线性 系统 的 相 图 ， 相 图 如 何 作为 a 的 函数 而 变化 ? 

(d) 分 别 对 各 种 情况 a=0.5, 0.75, 1.5 和 2.0， 运 用 欧 拉 方 法 的 计算 机 程 
序 模拟 RLC 电路 ， 并 对 每 种 情况 画 出 完整 的 相 图 ， 当 我 们 改变 时 相 图 
将 发 生 什 么 变化 ? 关于 这 个 模型 的 稳健 性 你 的 结论 是 什么 ? 

重新 考虑 例题 6. 3 的 RLC 电路 问题 ， 现 在 考虑 我 们 的 一 般 结论 关于 电阻 假设 

的 鲁 棒 性 ， 在 这 个 RLC 电路 中 假设 电阻 具有 v 一 i 特征 f(x) 二 z+， 一 zx， 其 

H b>. 

DE oh AS HK GE (8) 到 一 般 情形 So. A AY On eB b 
变化 ? 

\b) 确 定 在 原点 邻 域 内 逼近 非 线性 RLC 电路 行为 的 线性 系统 ， 计 算 线 性 系统 
的 特征 值 ， 它 是 5 的 函数 . 


20. 


21. 
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(c) 通 出 这 个 线性 系统 的 相 图 ， 相 图 如 何 作 为 5 的 也 数 而 变化 ? 

(d) 分 别 对 各 种 情况 5 二 0.5，0.75，1. 25 和 1.5， 运 用 欧 拉 方法 的 计算 机 程 
序 模拟 RLC 电路 ， 并 对 每 种 情况 画 出 完整 的 相 图 ， 当 我 们 改变 5 时 相 图 
将 发 生 什么 变化 ? 关于 这 个 模型 的 稳健 性 你 的 结论 是 什么 ? 

一 个 钟 摆 由 一 个 系 在 120 厘米 长 的 轻 棍棒 的 一 端 上 的 100 克 重 物 构 成 ， 棍 棱 
的 另 一 端 固 定 ， 且 可 以 自由 地 摆动 . 作用 在 这 个 运动 的 钟 摆 上 的 摩擦 力 被 认 
为 大 致 正比 于 它 的 角速度 . 

(a) 钟 氛 被 拾 高 到 使 棍棒 与 垂直 方向 呈 45° 角 的 位 置 ， 然 后 放 开 钟 控 . 确定 钟 
摆 后 来 的 运动 . 运用 5 步 方 法 ， 并 建 一 个 连续 时 间 的 动态 系统 ， 运 用 欧 拉 
方法 模拟 ， 假 设 摩 擦 力 大 小 为 kx ， 其 中 0 是 角速度 ， 弧 度 / 秒 ， 摩 掠 系数 
k=0. 05 克 / 秒 ， 

〈b) 用 线性 通 近 的 方法 确定 在 平衡 态 附 近 这 个 系统 的 行为 ， 假 设 摩 氛 力 大 小 
为 &0 ， 局 部 的 行为 如 何 依赖 k? 

〈c) 确 定 钟 摆 的 周期 ， 周期 是 如 何 随 & 变化 的 ? 

〈d) 这 样 大 小 的 钟 摆 被 用 作为 古老 时 钟 的 一 部 分 机 械 装 置 . 为 了 保持 摆动 的 
确定 周期 ， 使 用 了 一 个 周期 外 力 ， 为 了 使 摆 幅 达到 士 30" 这 个 外 力 应 该 多 
K? 外 力 的 周期 是 多 少 ? 这 个 答案 是 如 何 依赖 所 要 求 的 摆 幅 ? [提示 : 模 
拟 钟 摆 振 荡 的 一 个 周期 ， 变 化 初始 角速度 以 获得 周期 性 质 . ] 

( 混 污 ?这 个 站 题解 释 了 连续 时 间 和 离散 时 间 动态 系统 的 显著 差别 ， 这 个 差别 

甚至 会 出 现在 简单 模型 中 . 

(a) 证 明 对 任意 的 a 二 1， 连 续 时 间 动 态 系 统 

xi = la—1l)zı — ar? 
Xo = Xi1 T Lo 

有 一 个 稳定 的 平衡 态 x 二 zx; 一 (a 一 1)/a. 

(b)? 证 明 对 任意 的 o> 1 类 推 的 离散 时 间 动 态 系统 

Az, = (a 一 1)zi — ax? 
AT: = Zi — T? 

也 有 一 个 平衡 态 XL) = a4,=(a-1)/a. 

(c) 对 离散 时 间 动 态 系统 运用 模拟 的 方法 探讨 平衡 态 zi =ar = 二 (a 一 1)/a 的 稳 
定性 和 它 附近 的 解 的 性 质 ， 对 每 种 情况 a 二 1.5，2.0，2.5，3.0，3.5 和 
4. 0， 分 别 取 平 衡 态 附近 的 不 同 的 初 值 进行 模拟 并 介绍 你 所 看 到 的 事实 . 
[提示 : a=4.0 表现 了 一 个 简单 的 混沌 模型 ， 一 个 确定 性 模型 的 显然 的 随 
机 行为 . ] 

(程序 练习 ) 另 一 个 可 以 运用 于 模拟 动态 系统 的 计算 方法 是 龙 格 库 塔 方法 ， 

图 6-39 给 出 了 一 个 用 龙 格 库 塔 方法 模拟 具有 两 个 变量 的 动态 系统 


d 
= = fi(xi,z2) 
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dr _ (Zz1 ,Xz ). 


dz 
的 计算 方法 ， 对 合理 的 步 长 大 小 hh， 龙 格 库 塔 方法 具有 和 性质， 对 双 售 的 步 数 
(一 半 的 h) 会 产生 16 倍 的 精度 . 


算法 : ” 龙 格 - 库 塔 方法 


SR. i(n) 一 n 步 后 的 时 间 
zi(n) = FERRI i(n) 的 第 1 状态 变量 
Xx2《n) 二 在 时 刻 t(n) 的 第 2 状态 变量 
NN 二 步 数 
T= 模拟 时 间 
MA: 0), z0), 2210), N, T 
wt: Begin 
he(T—100))/N 
for n=0 to N—1 do 
Begin 
ry fi Cxzi(n), x2(n)) 
Sit falti (mM, 22(n)) 
roo fi (ai (na th/2) rl, x2) + Ch/2) 51) 
so foCar (md + (h/2)ris z(a) + (h/2) 81) 
ry fy (ar Ca t+ (h/2) re, x2(n) +(h/2) 52) 
53 fo Cxi (m+ (h/2)r2, x2(n)+Ch/2) 82) 
refi (ai Ga) thrs, 22(n) +hs3) 
sa fo (ai (nd) thras x2(n) +hs3) 
ai (ntl) 21 (a) + (h/6) Cri +2r: +2r3 +r) 
x2(nt 1x2 (a) + Oh/6) (5) +252 +253 +54) 


tnt iem +h 
End 
End 
输出 ;1(1)，…,，i(N) 
zll), s Xx1(N) 


a(l), s+, x20N) 


6-39 龙 格 - 库 塔 方法 的 伪 代 码 


Ca) 在 计算 机 上 实现 龙 格 - 库 塔 方法 . 
(b) 检 验 你 的 计算 程序 ， 通 过 应 用 它 解 第 5 章 的 线性 系统 (18)， 对 情况 c: = 
1，c: 一 0， 将 你 的 结果 与 (19) 式 的 解析 解 比较 . 
(Cc) 检验 对 例题 6. 3 的 RLC 电路 问题 图 6-20 和 图 6-21 得 到 的 结果 . 
22. 重新 考虑 例题 6. 4 的 鲸鱼 问题 . 在 这 个 问题 中 我 们 将 探讨 蓝 鲸 种 群 的 性 质 . 
假设 a=10“，， 从 x, =5 000 REHM xs 二 70 000 条 长 须鲸 开始 . 


23. 


24. 


25. 
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(a) Xt h=Ar=1 年 运用 欧 拉 方法 ， 模拟 N=50 次 ， 描 述 蓝 鲸 种 群 随时 间 的 
行为 . 

(b) 分 别 对 每 种 情形 有 =5，10，20，30，35，40， 取 N= 二 50， 重 复 (a) 部 分 所 
做 的 模拟 . 蓝 鲸 种 群 的 性 质 随 着 时 间 步 长 的 增加 如 何 变化 ? 

(c) 对 ax 一 10 Ma=10° 重复 (b) 部 分 所 做 的 模拟 ， 你 在 (b) 部 分 的 结论 对 a= 
10 "假设 的 灵敏 性 如 何 ? 

(d) 从 初始 条 件 zi = 150 000 HK HRM x, =400 000 条 长 须鲸 开始 ， 假 设 a= 
10 一 重复 在 (b) 部 分 所 做 的 模拟 ， 你 在 (b) 部 分 的 结论 对 初始 条 件 z= 
5 000 REMA zz* 一 70 000 条 长 须鲸 的 假设 的 灵敏 性 如 何 ? 

重新 考虑 例题 6. 4 的 鲸鱼 问题 .在 这 个 问题 中 我 们 将 探讨 一 个 混沌 动态 系统 

对 初 值 条 件 的 灵敏 性 ， 假设 a 二 10“，， 从 zs (0) 王 70 000 条 长 须鲸 开始 . 

(a) Xt h=Ac=35 年 运用 欧 拉 方法 ， 通 过 模拟 确定 在 T=1 750 年 (N=50) 以 
后 蓝 鲸 的 数量 zz (了 ) ， 采 用 初始 条 件 xz1C0) =5 000 条 蓝 鲸 . 

(b) 采 用 初始 条 件 zi (0) =5 050 条 蓝 鲸 ， 重 复 在 (a) 所 做 的 模拟 ， 以 确定 在 
T=1 750 年 以 后 蓝 鲸 的 数量 aD. 与 (a) 的 结果 比较 ， 并 计算 最 终 的 种 
群 数 对 初始 条 件 的 灵敏 性 ， 注 意 ， 初 始 条 件 的 相对 变化 率 是 Ar (0)/ 
Xx1《0) 二 0.01， 最 终 种 群 数 的 变化 率 是 Ar (T)/x (T). 

《c) 分 别 对 每 个 初始 条 件 zi 二 5 005, 5000.5, 5000.05, 5000.005 重复 (b) 
部 分 所 做 的 模拟 ， 并 且 评 论 灵 人 敏 性 与 初始 条 件 变化 Az1(0) 的 关系 . 

(d) 这 个 动态 系统 对 初 值 条 件 微小 变化 的 灵敏 性 如 何 ? 如 果 估 计 了 这 样 的 系 
统 的 目前 状态 ， 我 们 是 否 能 确信 地 预言 它 的 将 来 ? 

重新 考虑 例题 6. 4 的 捕 鲸 问题 ， 在 这 个 问题 中 我 们 将 探讨 在 方程 (18) 的 离散 

BEP KEK h=At 增 加 时 ， 从 稳定 到 不 稳定 的 变化 ， 假 设 a=10-. 

(a) 计 算 连续 时 间 模 型 (17) 的 平衡 态 在 第 一 象限 内 的 坐标 ， 运 用 对 连续 时 间 
动态 系统 的 特征 值 检 验证 明 这 个 平衡 态 是 稳定 的 . 

(b) 解 释 为 什么 离散 逼近 的 迭代 函数 是 G(z) 一 z 十 AF(z)， 其 中 由 =AL GE 
方程 (18) 的 离散 时 间 动 态 系 统 的 迭代 函数 . 

(c) 写 出 在 (a) 部 分 确定 的 平衡 点 的 偏 导数 矩阵 A= DG， 并 计算 这 个 矩阵 的 
特征 值 . 它 是 步 长 六 的 函数 . 

〈d) 利 用 对 离散 时 间 动 态 系统 的 特征 值 检 验 ， 确 定 使 得 在 (a) 部 分 确定 的 平衡 
态 在 离散 通 近 过 程 中 保持 稳定 的 最 大 的 步 长 h. 

重新 考虑 例题 6. 4 的 捕 鲸 问题 ， 在 这 个 问题 中 我 们 将 应 用 模拟 的 方法 探讨 在 

方程 (18) 取 不 同步 长 h==At 的 离散 逼近 时 的 分 形 极 限 集 . 

(a) 用 欧 拉 算法 的 计算 程序 重新 实现 课文 中 的 图 6-31， 假 设 a=10-，， 取 步 长 
h=At= 32 年 ， 初 始 条 件 xz; (0) =5 000 HHRMA x, (0) =70 000 条 长 
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27. 


(b) 画 出 长 须鲸 z: (nd) HEF EAR r (2) 变 化 的 图 ，2 王 100，…，1 000. 你 的 图 
应 该 展示 出 由 四 点 构成 的 极限 集 . 

(Cc) 对 步 长 hh 二 33，34，…，37， 重 复 (a) 部 分 所 做 的 模拟 ， 对 每 种 情况 画 出 
(b) 部 分 所 做 的 极限 集 ， 这 些 极 限 集 随 着 步 长 的 增加 如 何 变化 ? 

(d) 对 初始 条 件 zı (0) 王 150 000 条 蓝 鲸 和 zz (0) =400 000 条 长 须鲸 重复 (c) 部 
分 所 做 的 分 析 ， 极限 集 是 否 依赖 初始 条 件 ? 

(e) 对 a 二 3X10 ”重复 (c) 部 分 所 做 的 分 析 . 极限 集 是 否 依 赖 竞争 参数 a? 

重新 考虑 例题 6. 6 的 天 气 问题 . 

(a) 用 欧 拉 算 法 的 计算 程序 重新 实现 课文 中 的 图 6-33. 假设 o=—10, b=8/3, 
7 三 8， 初始 条 件 为 (z1，zs，zx;)= 二 (1，1，1). 

(b) 利 用 (a) 部 分 得 到 的 结果 画 出 温度 轮廓 主线 的 偏离 zx; 相对 于 环流 旋转 率 
zi 变化 的 图 ， 对 步 长 进行 灵敏 性 分 析 以 保证 你 画 的 图 确实 反映 了 连续 时 
间 动 态 系 统 的 行为 . 

(c) 对 初始 条 件 (z: 22, T= (7, 1, DER DO BARKHEAH. HHA 
Je FF a I ERC EE AS? 

(Dk r=18 Mr=28 重复 (b) 部 分 所 做 的 模拟 ， 当 r 增加 时 解 的 行为 如 何 
变化 ? 

重新 考虑 例题 6. 6 的 天 气 问题 . 

(a) 用 欧 拉 算 法 的 计算 程序 重新 实现 图 6-35， 取 N=500 M T=2. 5( 步 长 h= 
0.005). 假设 co=10, b=8/3, r=18, MBAR CI, t2, 2) =(6.7, 
6.7, 17). 

Cb) BEAK AY AK A=0.01, 0.015, =, 0.03 重复 (a) 部 分 所 做 的 模拟 ， 你 
可 以 保持 N=500, HH T=5, 7.5, 10, 12.5, 15. 当 步 长 增加 时 模拟 
的 解 曲 线 如 何 变 化 ? 

(c) 当 o 一 10, 6=8/3, r=24 时 ， 求 平衡 态 E+ 的 坐标 。 通 过 模拟 证 实 ， 也 就 
是 以 E* 为 初始 条 件 做 模拟 ， 验 证 解 将 留 在 这 点 . 

(d) 在 (c) 部 分 找到 的 平衡 态 E* 是 稳定 的 吗 ? 通过 模拟 证 实 ， 也 就 是 从 初始 
条 件 E' 十 (0.1，0.1，0) 开 始 模拟 ， 以 确定 解 是 否 趋向 平衡 态 E+， 必 
须 用 多 人 么 小 的 步 长 以 保证 模拟 的 结果 确实 反映 了 连续 时 间 动 态 系统 的 
行为 ? 
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第 三 部 分 概率 模型 


许多 现实 生活 问题 包含 有 不 确定 性 的 元 素 ， 在 某 些 模 型 中 ,我们 可 以 引入 随 
机 变量 描述 人 类 行为 的 不 确定 性 .在 另外 的 模型 中 ， 我 们 或 者 不 能 确定 系统 中 确 
切 的 物理 参数 ， 或 者 不 能 确定 控制 一 个 系统 动态 特性 的 准确 的 物理 规律 ， 这 时 我 
们 可 以 像 量子 力学 那样 认为 物理 参数 和 物理 规律 实质 上 是 随机 的 .有 时 把 概率 引 
人 模型 当中 会 带 来 简便 ， 有 时 是 必须 的 .在 这 两 种 情况 下 进入 概率 论 的 领域 使 得 
数学 建 模 显得 更 加 重要 和 有 用 . 


第 7 章 概率 模型 简介 


概率 是 一 个 常见 的 和 直观 的 概念 ， 在 这 一 章 我 们 开始 关于 概率 模型 的 讨论 . 
不 像 正规 的 概率 论 那 样 先 介 绍 一 些 背 景 知识 ， 我 们 将 以 很 自然 的 方式 引入 在 实际 
问题 的 研究 中 出 现 的 概率 论 的 基本 概念 . 


7. 1 离散 概率 模型 简介 


许多 简单 的 且 直 观 的 概率 模型 都 包含 有 离散 的 可 能 结果 的 集合 ， 同 时 没有 随 
时 间 变 化 的 元 素 ， 这 样 的 模型 在 现实 世界 中 经 常 遇 到 ， 

例 7.1 一 个 电子 器 件 工厂 生产 一 种 二 极 管 . 质量 控制 工程 师 负责 保证 在 产 
品 出 厂 前 检测 出 次 品 的 二 极 管 ， 估 计 这 个 三 生 产 的 二 极 管 有 0. 3% 是 次 晶 ， 可 以 
对 每 个 二 极 管 逐 个 进行 检验 ， 也 可 以 把 若干 二 极 管 串联 起 来 成 组 进行 检验 ， 如 果 
检验 通 不 过 ， 也 就 是 说 其 中 定 有 一 个 或 几 个 二 极 管 是 次 品 . 已 知 检验 一 个 单个 的 
二 极 管 的 花费 是 5 分 钱 ， 检 验 一 组 ”>1 个 二 极 管 的 花费 是 4 十 n 分 钱 ， 如 果 成 组 
检验 没有 通过 ， 则 这 一 组 的 每 一 个 二 极 管 必须 逐个 重新 检验 以 便于 找 出 这 些 次 
m. 要求 寻求 检测 次 品 二 极 管 的 质量 控制 的 步骤 使 得 用 于 检验 的 花费 最 少 . 

我 们 将 使 用 五 步 法 ， 图 7-1 综述 了 第 一 步 的 结果 . 变量 ” 是 决策 变量 ， 同 时 
随便 选取 n=1, 2, 3, +, BAC 是 我 们 所 选择 的 质量 控制 步骤 的 随机 的 结果 . 
C 是 一 个 随机 变量 .然而 量 A 不 是 随机 的 . 它 表 示 随 机 变量 C/n 的 平均 或 期 
望 值 . 


变量 : 
n 二 每 个 检验 组 内 二 极 管 的 数目 
C 一 一 组 元 件 的 检验 费用 (分 ) 
A 二 平均 检验 费用 (分 /二 极 管 ) 
mit: 
如 果 n=1, W A=5 5 
RSD, 我们 有 ， 分 组 检验 结果 全 部 二 极 管 
都 是 好 的 ， 则 C= 二 4 十 n 
如 果 检 验 结果 有 次 品 ， 则 C= (4 十 z t 5n 
A=(C 的 平均 值 )/n 
目标 : Rn 的 数值 ， 使 A 最 小 


图 7-1 关于 二 极 管 问题 第 一 步 的 结果 


第 二 步 是 选择 建 模 的 方法 . 我 们 将 使 用 离散 的 概率 模型 . 
考虑 随机 一 个 变量 X， 它 可 以 取 一 个 离散 数值 集合 中 的 任何 一 个 数值 
X E {Tits} 
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同时 假设 X=x; 的 概率 是 p;。 我 们 记 为 
Pr{X = x) = p; 
显然 这 时 有 
=p; = 1 


AA X ARR p: 取 数 值 x;:， 所 以 X BPI ae E E A REA x, 的 加 
权 平均 ， 权 值 就 是 相应 的 概率 值 六， 可 以 写 为 
EX = 32 ip; (1) 

这 一 组 概率 值 {2,) 表 明了 随机 变量 X 的 分 布 . 

例 7.2 在 一 个 简单 的 掷 货 子 的 游戏 中 ， 同 时 投掷 两 个 般 子 ， 庄 家 将 按照 两 
个 骨 子 所 示 的 点 数 付 给 你 同等 面值 的 美元 数 ， 要 付 多 少 钱 你 才 愿 意 玩 这 个 游戏 ? 

FAX RARE MAN ARM. 一共 有 6X6=36 种 可 能 的 结果 ， 每 种 结果 出 现 
的 可 能 性 是 相同 的 ， 这 里 只 有 一 种 方式 投 出 2 点 ， 因 此 有 


=23 =} 
Pr{X = 2} = 36° 


有 两 种 方式 投 出 3 点 (1 和 2 或 2 和 1)， 所 以 有 


图 7-2 描绘 了 X 的 全 部 概率 的 分 布 . 


0.2 


6/36 


5/36 5/36 


4/36 4/36 


3/36 3/36 


2/36 2/36 


1/36 1/36 


图 7-2 POS RE RS PAD RE A 


X 的 期 望 值 是 


1 


EX = 2(sg)+8(35)+ = +12(35). 
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MEX=7. 多 次 重复 这 个 游戏 你 将 期 望 每 一 次 赢得 7 元 ， 因 此 如 果 你 每 一 次 游戏 
所 付 的 费用 不 超过 7 元 ， 它 是 值得 去 玩 的 . 

更 加 特别 的 是 ， 假 设 你 一 次 又 一 次 玩 这 个 游戏 ， 用 X, 表示 第 ”次 投掷 所 赢 
得 的 总 数 . 每 个 X, 有 相同 的 分 布 ， 同 时 不 同 X, 的 是 独立 的 ， 也 就 是 说 每 一 次 
投掷 所 赢 的 钱 数 不 依 赖 于 前 面 投掷 所 赢 的 钱 数 .有 一 个 定理 ， 称 之 为 “强大 数 定 
律 ”， 对 于 任意 的 独立 、 同 分 布 随机 变量 的 序列 X,，X;，X;，…， 具 有 有 限 的 
EX, RNA 

Att. ex (2) 

4 ”一 ce 时 以 概率 1 成立， 换 句 话说， 如 果 你 长 时 间 地 玩 这 个 游戏 ， 你 实际 上 确 
实 可 以 实现 每 次 赢得 7 350. [Ross, 1985, p. 70]. 

关于 独立 性 的 正式 的 定义 如 下 ; 令 Y，Z 表示 两 个 随机 变量 


YE {yi y2 ya 
和 
ZE {zzz}. 
我 们 说 了 和 2 是 独立 的 ， 如 果 
Pr{Y = y,,Z = z} = Pr{¥ = y,}Pr(Z = z,). (3) 


一 般 说 来 是 真 的 ， 例如 ， 用 Y 和 Z OWRRB-R MBO ARS MAR 
数 . 则 


PHY = 2,2 = 1) = Prl¥ = 2)PriZ= 1) = (4) (4) = (34): 


对 于 每 一 个 可 能 的 结果 都 是 一 样 . 随机 变量 Y 和 2Z Bh. Bo papa 
的 点 数 与 第 一 个 般 子 出 现 的 点 数 没 有 关系 . 

再 回 到 例 7. 1 的 二 极 管 的 问题 . 我 们 看 到 ， 对 于 任何 的 "之 1， 随 机 变量 C 
取 两 个 可 能 数值 中 的 一 个 : 如果 所 有 的 二 极 管 都 是 好 的 ， 则 

C 一 4 十 7 
否则 
| C= (4 十 nn) 十 5n， 
因为 我 们 必须 重新 检验 每 一 个 二 极 管 ， 用 p 表示 所 有 的 二 极 管 都 是 正品 的 概率 ， 
剩 下 的 可 能 性 (有 一 个 或 更 多 的 次 品 二 极 管 ) 一 定 有 概率 1 一 p， 则 C 的 平均 或 期 
望 值 是 
EC = (4+n)p+([(4+n)+5n](1— p). (4) 

第 四 步 ， 一 共有 个 二 极 管 ， 一 个 二 极 管 为 次 品 的 概率 是 0. 003， 换 句 话说 ， 
一 个 二 极 管 是 正品 的 概率 为 0. 997， 假 设 每 个 二 极 管 都 是 相互 独立 的 ， 于 是 一 个 
检验 组 内 的 个 二 极 管 全 部 是 正品 的 概率 为 p 二 0. 997". 

随机 变量 C 的 期 望 值 是 

EC = (4+n)0.997"+[(4+7) + 5a] — 0. 997") 


184 BARD MERAM 


= (4+n) +5n(1—0. 997") 
= 4 + 6n — 5n(0. 997)", 
每 一 个 二 极 管 的 平均 检验 费用 为 


A= 4 46—500. 997)", (5) 


强大 数 定律 告诉 我 们 如 果 一 直 使 用 每 组 有 个 二 极 管 的 分 组 检验 的 方法 ， 这 个 公 
式 提 供 了 平均 的 检验 费用 ， 这 时 我 们 需要 作为 n RRR DLA. RNS 
的 细节 留 给 读者 (习题 1) 当 n==17 时 A 取 最 小 值 A=1. 48( 分 /二 极 管 ). 

第 五 步 给 出 结论 .对 于 检验 次 品 二 极 管 的 质量 控制 步骤 可 以 使 用 分 组 检验 的 
方法 做 得 非常 经 济 . 逐个 检验 的 花费 是 5 分/ 个. 次 品 的 二 极 管 出 现 得 很 少 ， 每 
一 千 的 中 只 有 三 个 .使 用 每 一 组 17 个 二 极 管 串联 起 来 分 组 化 验 ， 在 不 影响 质量 
的 前 提 下 可 以 将 检验 的 费用 降低 到 三 分 之 一 (1. 5 分 /二 极 管 ). 

在 这 一 类 问题 中 灵敏 性 的 分 析 是 关键 ， 质量 控制 步骤 的 实行 将 依赖 于 若干 模 
型 范围 之 外 的 因素 ， 也 许 由 于 我 们 操作 的 特殊 性 对 于 10 个 或 20 个 一 批 的 二 极 管 
或 者 4 是 4 或 5 的 倍数 时 检验 起 来 更 容易 .好 在 对 于 我 们 的 问题 来 说 ， 在 n=10 
和 ?一 35 之 间 时 检验 的 平均 花费 A 没有 明显 的 变化 . 分析 的 细节 我 们 仍然 留 给 读 
者 完成 ， 在 操作 过 程 中 的 次 品 率 g=0. 003 同样 也 是 必须 考虑 的 ， 例 如 ， 这 个 数 
值 可 能 会 随 着 工厂 内 的 环境 条 件 而 发 生变 化 ， 将 我 们 上 面 的 模型 推广 ， 我 们 有 


A 一 全 十 6 一 5(1 一 g)". (6) 
在 n=17 时 我 们 有 


dA.g_ 
SAD) =F 4 = 0.16, 


FÆ. q 的 微小 的 改变 很 可 能 不 会 导致 检验 费用 大 的 变化 . 

更 一 般 的 稳健 性 分 析 要 考虑 独立 性 的 假设 ， 我 们 这 里 必需 要 假设 在 操作 过 程 
中 接连 出 现 次 品 的 次 数 之 间 是 无 关 的 . 事实 上 ， 有 可 能 由 于 生产 环境 中 的 一 些 异 
常 的 原因 ， 如 工作 台 的 闸 动 或 电压 变化 的 冲击 ， 使 得 次 品 的 二 极 管 趋向 于 出 现在 
一 些 批 次 中 .这 时 ， 独 立 随 机 变量 模型 的 数学 分 析 就 不 能 完全 处 理 这 个 问题 ， 在 
下 一 章 介 绍 的 随机 过 程 的 模型 可 以 描述 某 些 具有 依赖 性 的 问题 ， 然 而 还 有 一 些 其 
他 的 有 依赖 性 的 问题 就 不 容易 给 出 解析 的 表达 式 了 ， 有 关 稳 健 性 的 问题 是 当前 概 
率 论 研究 中 一 个 非常 活跃 和 吸引 人 的 分 支 。 实际 上 ， 模拟 的 结果 倾向 于 表明 基于 
独立 随机 变量 的 期 望 值 模型 是 相当 稳健 的 ， 更 重要 的 是 ， 通 过 经 验 人 们 发 现 ， 在 
许多 情形 下 ， 这 样 的 模型 为 现实 的 生活 提供 了 有 用 的 和 精确 的 近似 . 


7.2 连续 概率 模型 简介 


这 一 节 ， 我 们 研究 基于 取 值 连续 的 随机 变量 的 概率 模型 .这些 模 型 在 表示 随 
机 的 时 间 方 面 特别 方便 ， 所 需要 的 数学 理论 除了 使 用 积分 来 代替 求 和 之 外 完全 类 
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似 于 离散 的 情况 . 

例 7.3 “了 I 型 计数 器 ”可 以 用 来 测量 可 裂变 物质 的 样品 放射 性 的 衰变 ， 豪 变 
是 以 未 知 的 速率 随机 发 生 的 ， 计 数 器 的 目的 就 是 测量 衰变 率 ， 每 一 次 放射 性 衰变 
就 要 把 计数 器 锁 住 3X10“， 秒 ， 在 这 段 时 间 内 所 发 生 的 任何 衰变 都 不 会 被 计数 . 
如 何 调整 计数 器 接收 的 数据 以 考虑 丢失 的 信息 ? 

我 们 将 使 用 五 步 法 . 图 7-3 综述 了 第 一 步 的 结果 .步骤 二 是 选择 建 模 的 方 
法 .我 们 将 使 用 连续 的 概率 模型 . l 


变量 : 

4 二 衰变 率 (每 秒 ) 

T, 二 第 n 次 观测 到 衰变 的 时 间 
假设 : 

放射 性 的 套 变 以 速率 随机 发 生 . 

RM FAEH n, Tati — T, 23X 1079, 
目标 : 根据 有 限 的 观测 值 Ti ，…，T。 求 出 ). 


图 7-3 关于 放射 性 衰变 问题 第 一 步 的 结果 


假设 X 是 在 实数 轴 上 取 值 的 随机 变量 .描述 X 的 概率 结构 的 恰当 方式 是 使 
用 函数 
F(x) = Pr{X <x}, 
称 之 为 X 的 分 布 函数 . 如果 F(Cz) 是 可 微 的 ， 我 们 称 函 数 


f(x) = F(z) 
为 X 的 密度 函数 ， 对 于 任何 a Mo 我 人 有 
Pria<X < b) = Fb) — F(a) = | f(r)dz. (7) 
换 名 话说， 密度 曲线 下 面 的 面积 就 给 出 了 概率 ，X 的 平均 值 或 期 望 值 定义 为 
EX = | 2f@)de, (8) 


如 果 把 它 写成 黎 螺 和 就 可 以 看 出 ， 它 是 由 离散 的 情形 直接 类 推 过 来 的 . GEES 
见习 题 13)， 值 得 指出 的 是 ， 这 些 表 示 法 和 术语 是 从 物理 学 的 问题 也 就 是 质心 的 
问题 中 来 的 ， 如 果 一 条 金属 线 或 硬 杆 放 在 x 轴 上 ，f(x) 表 示 在 xz 点 处 的 密度 
〈 克 /厘米 )， 则 jz) 的 积分 就 表示 质量 ，zF(z) 的 积分 就 表示 质心 ( 当 我 们 研究 
概率 问题 时 ， 要 假设 总 的 质量 等 于 1). 

在 应 用 中 随机 到 达 的 特殊 情形 经 常 出 现 ， 假设 一 个 到 达 的 现象 (例如 ， 顾 客 
的 到 达 ， 电 话 的 呼叫 ， 放 射 性 的 衰变 ) 以 速率 4 随机 出 现 ， 同 时 令 X 表示 两 次 连 
续 到 达 现象 之 间 的 随机 时 间 ， 通常 假设 X 有 分 布 函数 
. F(t) =1—e™, (9) 
则 X AE E wR Be 
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f(t) = Ne. (10) 
我 们 称 这 个 分 布 为 带 有 速率 参数 4 的 指数 分 布 . 
指数 分 布 的 一 个 非常 重要 的 性 质 是 “无 记忆 性 ”对 于 任何 的 1>0 和 s>o, 
我 们 有 


_ PriX >s+t} _ 
Pr(X>sti| X> s) = yy oF 


换 句 话说 ， 对 于 下 一 次 到 达 现 象 发 生 这 件 事 情 来 说 ， 我 们 已 经 等 待 的 * 单位 的 时 
间 并 不 影响 直到 下 一 次 到 达 现 象 发 生 的 时 间 的 (条 件 ) 分 布 ， 指 数 分 布 会 “忘记 ”我 
们 已 经 等 待 了 多 长 的 时 间 ， 方程 (11) 中 的 概率 称 为 条 件 概 率 ， 按 照 定义 ,已 知事 
件 BB 发 生 时 事件 A 发 生 的 概率 是 


Pr{A | B} = 


ACH) 
e A 


= e” = Pr{X >t). (11) 


(12) 


换 名 话说，Pr{A | BÆRI B 发 生 的 所 有 可 能 的 事件 中 事件 A 出 现 的 相对 可 
能 性 . 

现在 我 们 开始 第 三 步 ， 模 型 组 建 .我 们 假设 放射 性 衰变 以 一 个 未 知 的 速率 4 
随机 地 发 生 . 我 们 将 在 如 下 的 假设 下 组 建 模 型 ， 所 有 相继 两 次 放射 性 衰变 之 间 的 
时 间 是 独立 的 ， 而 且 都 服从 带 有 速率 参数 A 的 指数 分 布 ， 令 

Xa = T,— Ta 

表示 相继 两 次 观测 到 放射 性 衰变 之 间 的 时 间 . 自然， 由 于 计数 器 闭锁 时 间 的 原 
因 ，X, 与 相继 两 次 衰减 之 间 的 时 间 的 分 布 是 不 同 的 ， 事 实 上 ，X, 之 3X10-， 秒 以 
概率 1 发 生 1 对 于 指数 分 布 来 说 这 确实 不 是 真 的 . 

随机 时 间 X, 由 两 部 分 组 成 ， 首 先 我 们 必须 等 待 a 二 3X10-， 秒 ， 这 时 计数 器 
被 锁 住 了 ， 同 时 我 们 还 要 多 等 待 Y, 秒 直 到 下 一 次 衰变 发 生 ， 现 在 的 Y, 不 只 是 两 
次 衰减 之 间 的 时 间 ， 因 为 它 开始 于 闭锁 时 间 的 末尾 不 是 在 衰变 的 时 间 .， Ri, 
数 分 布 的 无 记忆 性 保证 了 Y, 仍然 是 带 有 速率 参数 X 的 指数 分 布 . 

步骤 四 是 求解 模型 。 因 为 X, 二 a 十 Y,， 则 EX,=at+EY,, HR 


EY, = | ae dt 
分 部 积分 求 出 EY 二 1/4， 于 是 EX 二 a 十 1/4.， 强 大 数 定律 告诉 我 们 


im Xt yy 
n= n À 
以 概率 1 成 立 ， 换 句 话 说 ， 有 (T,/n)->a 十 1/4， 当 很 大 时 近似 地 有 
Tr, 2 
nD =a+ 2 . (13) 
KF ARM, AB 
— n 
A= po: (14) 


BA, ROSE. RNB —THERMAR, CRET AFHAKEN 
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闭锁 产生 的 衰变 现象 的 丢失 . 全 部 所 需要 的 资料 是 记录 观测 衰变 的 时 间 和 所 记录 
的 衰变 的 次 数 ， 在 观测 间隔 内 的 那些 衰变 的 分 布 对 于 确定 4 是 不 必要 的 . 
灵敏 性 分 析 应 考虑 闭锁 的 时 间 a， 它 是 依 经 验 确定 的 .确定 a 的 精确 度 将 影 
响 到 4 的 精确 度 ， 从 方程 (14) 我 们 算得 
由 
da - 
WA 对 a 的 灵敏 性 是 


SQ.a) = 2? (+)= da. 


这 也 是 在 计数 器 闭锁 的 时 间 内 衰变 次 数 的 期 望 值 ， 于 是 我 们 就 可 以 得 到 一 个 对 于 
不 太 强 烈 的 放射 源 的 4 的 一 个 (相对 来 说 ) 较 好 的 估计 值 . 达到 这 一 点 的 一 个 简单 
的 方式 就 是 只 取 很 少 一 点 放射 性 材料 作为 样品 ， 另 一 个 潜在 误差 的 来 源 就 是 假设 


CX, + + + X,) 一 “十 工 . 
n À 


显然 ， 这 个 式 子 不 是 绝对 成 立 的 .虽然 当 n 一 oo 时 它 是 收敛 的 ， 随 机 的 波动 将 使 
得 经 验 性 的 速率 在 均值 附近 变化 ， 这 些 随 机 波动 的 研究 是 下 一 节 的 任务 . 

最 后 是 关于 稳健 性 的 问题 ， 关 于 衰变 过 程 我 们 做 了 一 个 看 来 是 很 特殊 的 假 
设 . 我 们 假设 衰变 之 间 的 时 间 是 独立 的 ， 同 时 它 服 从 一 个 特定 的 分 布 ( 带 有 速率 
参数 4 的 指数 分 布 )， 称 这 样 的 一 个 到 达 的 过 程 为 泊 松 过 程 (Poisson process). 74 
松 过 程 通常 被 用 于 表示 随机 到 达 的 现象 .许多 现实 世界 中 的 到 达 过 程 的 间隔 时 间 
至 少 是 近似 地 服从 指数 分 布 的 事实 部 分 地 证 明了 这 种 使 用 法 是 可 以 接受 的 ， 这 个 
结论 可 以 用 收集 到 的 关于 到 达 时 间 的 资料 验证 ， 但 是 这 并 没有 回答 我 们 的 问题 ， 
为 什么 会 出 现 指数 分 布 . 

这 里 指出 一 个 到 达 的 过 程 是 泊 松 分 布 的 数学 根据 ， 考 虑 一 个 大 量 的 到 达 过 
程 ， 它 们 彼此 之 间 是 独立 的 .我 们 不 做 关于 到 达 过 程 的 到 达 时 间 间 隔 分 布 的 假 
设 ; 我们 仅仅 假设 到 达 的 时 间 间 隔 是 独立 且 同 分 布 的 ， 这 里 有 一 个 定理 ， 说 的 是 
在 相当 一 般 的 条 件 下 将 所 有 这 些 独立 的 到 达 过 程 合 并 所 得 到 的 到 达 的 过 程 一 定 是 
RTE. 〈 当 合并 的 过 程 的 个 数 趋 于 无 穷 大 时 ， 合 并 过 程 趋 于 泊 松 过 程 . ) 这 就 
是 为 什么 基于 指数 分 布 的 泊 松 过 程 是 一 个 稳健 的 模型 (参见 [Feller，1971]， 
p. 370) 


7.3 统计 简介 


在 任何 的 建 模 问题 中 ， 人 们 总 是 希望 得 到 模型 性 能 的 定量 的 度量 ， 对 于 概率 
模型 来 说 系统 行为 的 这 些 参 数 的 得 到 又 增加 了 复杂 性 ， 我 们 必须 要 有 办 法 处 理 表 
征 概率 模型 特性 的 系统 行为 的 随机 波动 .统计 学 就 是 关于 随机 波动 度量 的 研究 . 
适当 的 使 用 统计 的 方法 必须 是 任何 概率 模型 分 析 的 一 部 分 . 

例 7.4 美国) 一 个 地 区 911 应 急 服 务 中 心 在 过 去 的 一 年 内 平均 每 月 要 收 到 
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171 个 房屋 火灾 的 电话 .基于 这 个 资料 房屋 的 火灾 率 被 估计 为 每 月 171 次 .下 一 
个 月 收 到 的 火灾 报警 电话 只 有 153 个 . 这 表明 房屋 的 火灾 率 实 际 上 减少 了 ， 或 者 
它 只 是 一 个 随机 波动 ? 

我 们 将 使 用 五 步 法 ， 图 7-4 综述 了 第 一 步 的 结果 ， 我 们 假设 报警 电话 有 指数 
的 间隔 时 间 ， 步 又 二 是 确定 建 模 的 方法 ， 我 们 将 把 它 处 理 为 统计 推断 问题 . 


变量 : 
4 二 报告 的 房屋 火灾 率 ( 每 月 ) 
X = FH n 一 1 次 和 第 nn 次 火灾 之 间 的 时 间 ( 月 ) 
假设 : 
房屋 火灾 以 速率 随机 发 生 ， 即 ，Xi ，Xz? ，… 是 独立 的 且 每 个 Xn 
有 速率 参数 为 的 指数 分 布 . 
BR: 
SEA=-171, MERA KA 13 次 这 样 少 的 电话 报警 的 概率 有 


多 大 . | 


图 7-4 关于 房屋 火灾 问题 第 一 步 的 结果 


BR X, Xis X, X ，… 是 独立 的 随机 变量 ， 全 部 有 相同 的 分 布 ， 对 于 X 
是 离散 的 情况 ， 它 的 平均 或 期 望 值 是 
EX = X2,Pr{X = z,}, 
WRX 是 连续 的 ， 带 有 密度 f(z)， 则 


EX = Jzrcade. 


男 一 个 称 之 为 方差 的 分 布 的 参数 可 以 度量 X 偏离 其 平均 数 EX 的 范围 ， 一般， 
定义 为 


VX = E(X— EX. (15) 
mE X 是 离散 的 ， 我 们 有 
VX = Sx, 一 EX)2Pr(X = z,}. (16) 
如 果 X 是 连续 的 ， 带 有 密度 f(z)， 则 
VX = [ce - EX) fdz (17) 


有 一 个 称 之 为 中 心 极 限定 理 的 结果 ， 说 的 是 当 n> oont, MR Xi 十 … 十 X, 的 分 
布 越 来 越 接近 于 一 个 确定 类 型 的 分 布 ， 称 之 为 正 态 分 布 ， 特别 是 ， 如 果 4= EX, 
go 二 VX ， 则 对 于 所 有 的 实数 :， 我 们 有 

limPr| = <r > (2) (18) 
其 中 有 Ci) 是 一 个 特殊 的 分 布 函 数 ， 称 之 为 标准 正 态 分 布 ， 标 准 正 态 分 布 的 密度 
函数 定义 为 
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l 2 
g(x) = ett, (19) 
V2n 


于 是 对 所 有 的 :， 我 们 有 
‘ 1 一 xz 2 
Ot) 一 i = 2 dz. (20) 


图 7-5 给 出 了 标准 正 态 分 布 的 图 像 . 数值 积分 表明 当 一 1 委 z 委 1 时 的 面积 近似 于 
0. 65， 一 2 委 z 委 2 时 的 面积 近似 于 0. 95， 于 是 对 于 足够 大 的 n， 我 们 有 
| jp, oc Mb Xm 
avn 
有 68% 的 次 数 成 立 ， 同 时 
MEE a (21) 
ovn 
A AKKA. RAR, RNA 68% 的 把 握 断 言 
nu — oxn S X, ++ +X, <mtovn, 
同时 有 95% 的 把 握 断 言 
nu — oxn < Xi +e +X, S mut 2oVn. (22) 
通常 ， 在 实践 上 我 们 接受 这 个 95% 的 区 间 (22) 作 为 在 随机 样本 中 正常 的 变化 范 
W. ABY Xi 十 … 十 X, 没有 落 和 区间 (22) 的 万 一 ， 我 们 说 ， 这 个 变化 范围 在 95% 
的 水 平 上 是 统计 显著 的 . 


0.4 


0.3 


0.3 


图 7-5 标准 正 态 密度 函数 g=- 18 


2x 
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现在 我 们 开始 步 双 三， 组 建 模型 .我们 假设 报警 电话 之 间 的 时 间 X, 是 密度 
函数 为 


f(x) 一 Me 一 
的 指数 分 布 ， 我 们 有 
p= EX, = 2 
方差 
a =VX, 
由 下 式 给 出 


ge 一 F (z — +) ae * de. 
中 心 极限 定理 给 出 了 (X, 十 … 十 X,) 在 它 的 平均 数 n/4 附近 变化 范围 的 概率 估计 . 
特别 ， 我 们 知道 (22) 式 是 以 概率 95% 成 立 . 


进行 第 四 步 9 利用 分 部 积分 讨 算 
2 1 
oO => v7? 


把 w 一 1/ Mo=1/A 代入 (22) 式 ， 可 得 如 下 关系 
-2 Xt +X, < 十 2 (23) 


> 


A 
一 定 以 概率 95% 成 立 ， 将 4==171 A n=153 Ace), 我 们 有 95% 的 把 所 确信 


153 _ 2V153 n. 153 2/153 | 
171 171 SX + + Xs Spay ty 171 


也 就 是 说 ， 
0.75 < Xi 十 … 十 Xi <1. 04. 
因此 ， 我 们 的 观察 值 
Xı 十 … “十 Xis 入 

是 在 正常 的 变化 范围 之 内 . 

最 后 ， 我 们 完成 步骤 五 .断言 火灾 报警 率 降 低 的 证 据 是 不 充分 的 .所 观测 到 
的 报警 电话 的 数量 也 许 是 正 态 随机 变量 的 正常 的 结果 ， 自 然 ， 每 月 报警 电话 的 数 
量 连 续 地 这 样 低 ， 则 我 们 就 需要 重新 评估 这 一 情况 . 

只 有 很 少 的 问题 应 该 包括 在 我 们 的 灵敏 性 分 析 中 .首先 ， 我 们 已 经 断言 了 ; 
每 月 153 个 报警 电话 的 总 数 是 在 正常 的 变化 范围 之 内 .更 一 般 地 ， 在 一 个 月 内 收 
到 了 ?个 报警 电话 .将 =171 代入 (23)， 我们 得 到 


n 24n n 24n 
I7 17 委 X 十 … "+X, SIAT T (24) 


以 概率 95% 成 立 ， 因 为 对 于 任何 的 n€[147, 199], KE 


avn 
mii 
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总 会 包含 1， 我 们 有 更 一 般 的 结论 ， 有 95% 的 时 间 这 个 社区 每 月 报警 电话 的 次 数 
在 147 到 199 之 间 . 

现在 考虑 我 们 的 结论 对 于 “报警 电话 实际 的 期 望 值 是 每 月 171 次 ”的 假设 的 灵 
Set. 去掉 特殊 性 ， 假 设 每 月 报警 电话 的 平均 值 是 4， 我 们 有 一 个 月 报警 电话 次 
数 的 观测 值 x 二 153， 将 它 代 入 (23)， 我 们 得 到 


tt < 4 BS (25) 
以 概率 95 %% 成 立 ， 因 为 对 于 任何 的 EL128，178] 区 间 
153 , 2/153 
A A 


总 会 包含 1， 我 们 断言 ， 对 于 任何 的 社区 ， 只 要 它 的 平均 每 月 报警 电话 数 在 128 
到 178 次 之 间 ， 一 个 月 有 153 次 报警 就 属于 正常 的 变化 范围 . 

最 后 要 讨论 关于 稳健 性 的 问题 .我们 假设 了 报警 电话 之 间 的 时 间 X, 是 指数 
分 布 ， 然 而 ， 中 心 极限 定理 只 要 当 p 和 o 有 限时 对 于 任何 的 分 布 都 是 正确 的 ， 因 
此 ， 我 们 的 结论 事实 上 对 于 指数 分 布 的 假设 是 不 灵敏 的 ， 这 里 仅仅 要 求 o 与 wx M 
比较 不 是 特别 的 小 (对 于 指数 分 布 有 ，p=c)， 正 如 我 们 在 7. 2 节 最 后 所 指出 的 那 
样 ， 有 很 好 的 理由 认为 就 是 这 样 的 情况 .自然 ,我 们 总 能 够 使 用 由 数据 估计 出 来 
的 /与 c 进行 检验 . 


7.4 习题 
1. 考虑 例题 7. 1 的 二 极 管 问题 ， 令 
A(z) = 二 十 6 一 5(0， 997)= 


表示 平均 费用 函数 ， 

(a) 证 明 在 区 间 z>0 内 A(z) 在 满足 A'(x)=0 的 点 上 有 惟一 的 最 小 值 . 

《b) 使 用 数值 方法 估计 这 个 最 小 值 (误差 在 0. 1 内 ). 

OERS z= 二 1]，2，3，… 内 求 AC) BME. 

(DEBRA 0K35 上 求 A(x) 的 最 大 值 . 

2. 再 考虑 例题 7. 1 的 二 极 管 问题 ， 在 这 个 习题 中 我 们 将 研究 次 品 率 g 的 估计 的 问 
题 . 在 例题 7. 1 中 我 们 假设 g==0.003， 换 句 话说 ， 就 是 每 1 000 个 二 极 管 中 有 
3 个 次 品 . 

(a) 假 设 我 们 检验 1 000 个 二 极 管 并 且 发 现 有 3 个 是 次 品 ， 在 这 个 基础 上 ， 我 
们 估计 q=3/1 000， 使 用 五 步 方 法 和 作为 一 个 统计 推断 问题 的 模型 ， 分 析 
这 个 估计 的 精度 是 多 大 ? [提示 : 定义 一 个 随机 变量 X, 表示 第 ”个 二 极 管 
的 状态 ，X, 一 0 表示 第 n 个 二 极 管 是 好 的 ， 如 果 第 ”个 二 极 管 是 次 品 ， 则 
X, 二 1， 于 是 和 式 
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Xi 二 十 XX， 
n 
表示 次 品 二 极 管 所 占 的 比例 ， 同 时 中 心 极限 定理 就 可 以 用 来 估计 这 个 和 式 
与 真实 的 均值 q 之 差 的 可 能 的 变化 , ] 
(b) 假 设 10 000 个 二 极 管 中 发 现 30 个 是 坏 的 .重复 Ca) 的 分 析 . 
(c) 检 验 多 少 二 极 管 就 可 以 以 95% 的 可 信和 度 确 信 所 确定 的 次 品 率 在 真 值 的 10% 
的 误差 范围 内 ? 假定 真 值 接近 于 我 们 原来 的 估计 g=0. 003. 
(dd) 检验 多 少 二 极 管 就 可 以 以 95% 的 可 信 度 确信 所 确定 的 次 品 率 在 真 值 的 1% 
的 误差 范围 内 ? 假定 真 值 接 近 于 我 们 原来 的 估计 gq=0. 003. 


3. 考虑 例 7. 3 的 放射 性 衰变 的 问题 ， 同 时 假设 我 们 的 计数 器 记录 了 30 秒 的 周期 


内 10’ 次 / 秒 的 平均 衰变 率 . 

(a) 使 用 式 (14) 去 估计 实际 的 衰变 率 4. 

(b) 用 中 心 极限 定理 推广 (13) 式 ， 对 于 任意 的 真实 的 衰变 率 4 的 数值 计算 所 观 
测 的 误 变 率 工 ,/n 在 95% 水 平 下 的 正常 变化 的 范围 . 

(c) 如 果 观 测 的 衰变 率 TT,/n 二 10” 是 在 95% 的 水 平 下 在 正常 的 变化 范围 内 ， 确 
定 4 的 范围 我们 在 (a) 中 给 出 的 估计 值 的 精确 度 有 和 多大? 

(d) 要 对 放射 性 材料 检验 多 长 时 间 才 能 使 我 们 在 95%% 的 可 信和 度 下 断定 真实 的 误 
变 率 有 六 位 有 效 数字 (也 就 是 误差 在 0.5X10-54 范围 内 )? 


. 可 以 证 明 ， 在 区 间 一 3 委 z 委 3 标准 正 态 密度 函数 (19) 图 像 下 的 面积 近似 于 


0. 997， 也 就 是 说 ， 对 于 充分 大 的 n, RNAKA 99. 7% 的 把 握 断 言 

nu — 30Vn < X, +4 X, < m+ 3eVn. 
利用 这 个 事实 ， 在 99. 7% 的 可 信和 度 水 平 下 重复 习题 3 的 计算 .在 这 个 可 信 度 
水 平 下 对 (d) 中 你 的 答案 的 灵敏 性 给 出 评论 . 


. 考虑 例 7.4 的 房屋 火灾 问题 ， 在 这 个 习题 中 我 们 将 研究 火灾 电话 报警 率 4 的 估 


计 的 问题 . 

(Ca) 假设 在 一 年 的 周期 中 收 到 了 2 050 个 报警 电话 .估计 每 月 的 火灾 发 生 率 A. 

(b) 假 设 4 的 真实 数值 是 每 月 171 个 电话 ， 计 算 一 年 中 收 到 报警 电话 个 数 的 正 
常 变化 的 范围 . 

Cc) 如 果 一 年 2 050 个 电话 处 于 正常 变化 范围 之 内 ， 计 算 4 的 范围 ， 我 们 关于 
真实 的 火灾 发 生 率 的 估计 的 精确 度 有 和 多大? 

(d) 为 了 得 到 4 精确 到 最 接近 的 整数 (误差 为 士 0.5) 的 估计 ， 需 要 多 少年 的 
资料 ? 


.再 次 考虑 例 7. 4 中 的 房屋 火灾 的 问题 . 下 面 的 随机 过 程 被 称 为 泊 松 过 程 ， 因 


为 在 长 度 为 1 的 时 间 区 间 内 (电话 ) 到 达 的 数目 N, 有 泊 松 分 布 ， 特 别 地 ， 对 于 
所 有 的 n=1，2，… 


PriN, =n} = eT at)” 


n! 
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(a) UE AR 

EN, = àt 
同时 

VN, = ìt. 

(b) 使 用 泊 松 分 布 计算 在 一 个 给 定 的 月 份 收 到 的 电话 的 次 数 偏 离 平 均 数 171 次 
的 18 次 的 概率 . 

(c) 将 (b) 中 的 计算 推广 为 一 个 月 的 电话 数目 在 95% 的 水 平 下 准确 的 正常 变化 
范围 

(d) 将 (c) 中 使 用 的 方法 与 例 7.4 关于 灵敏 性 分 析 的 讨论 中 正常 变化 范围 的 近似 
计算 进行 比较 .对 于 确定 一 天 内 电话 数目 的 正常 变化 范围 哪 一 个 方法 更 精 
确 ， 对 于 一 年 又 如 何 ? 

. 密歇根 州 的 彩票 有 一 种 博彩 ， 方 法 是 你 用 一 元 钱 买 一 张 彩票 ， 其 中 有 一 个 你 

所 挑选 的 三 位 数码 . 如果 你 的 数码 在 当天 被 抽 中 ， 你 就 赢得 500 美元 . 

《a) 假 如 你 每 周 买 一 张 彩票 买 了 一 年 ， 你 在 这 一 年 内 成 为 说 家 的 机 会 有 多 大 ? 
[提示 : 容易 计算 成 为 输家 的 概率 !] 

(b) 如 果 每 周 购买 多 于 一 张 彩 票 ， 这 一 年 能 否 改善 你 成 为 赢家 的 机 会 ? 如 果 每 
ARE (2 王 1，2，3，…，9) 张 彩票 ， 计 算 你 成 为 赢家 的 概率 . 

(c) 如 果 这 种 博彩 每 周 卖 出 1 000 000 张 彩票 . 这 个 州 在 一 周 内 所 赚 的 钱 数 可 
能 的 变化 范围 是 什么 ? 这 个 州 有 多 大 可 能 性 输 钱 ? 使 用 中 心 极限 定理 . 

(Cd) 使 用 中 心 极限 定理 解答 (a) 和 (b) 的 错误 是 什么 ? 

. 《Murphy 法 则 一 部 分 1) 你 住 在 一 个 市 区 的 旅馆 ， 旅 馆 的 前 面 有 一 个 出 租 汽车 

站 .出 租车 的 到 达 是 随机 的 ， 大 约 每 五 分 钟 一 辆 . 

(a) 假 设 你 走出 来 时 ， 旅 馆 前 没有 汽车 .你 期 待 等 到 一 辆 出 租 汽车 要 多 长 
时 间 ? 

(b) 下 一 辆 车 到 达 的 时 间 称 为 向 前 递 推 时 间 . 从 最 近 一 次 到 达到 现在 的 时 间 称 
为 向 后 递 推 时 间 . 对 于 泊 松 过 程 ， 可 以 证 明 向 前 和 向 后 递 推 的 时 间 有 相同 
的 分 布 . 《如 果 使 时 间 逆 向 前 进 过 程 的 概率 行为 是 相同 的 . ) 使 用 这 个 事实 
计算 ， 平均 来 说 前 面 一 辆 出 租车 到 达 后 多 长 时 间 你 就 从 旅馆 出 来 了 ? 

《c) 如 果 出 租 汽 车 到 达 之 间 的 平均 时 间 长 度 是 五 分 钟 ， 你 刚 错 过 的 那 辆 车 与 你 
必须 等 待 的 下 辆 车 到 达 时 间 之 间 的 平均 间隔 是 多 少 ? 

. (Murphy 法 则 一 部 分 2) 你 站 在 超市 收 款 台 前 等 待 收 款 ， 在 你 等 待 了 超 乎 寻常 

的 长 时 间 交 款 之 后 ， 你 决定 进行 一 项 试验 .一 个 接 一 个 人 地 观测 每 一 个 顾客 

等 待 时 间 的 长 度 ， 这 个 观测 一 直 进 行 下 去 ， 直 到 你 发 现 一 个 人 ， 他 等 待 的 时 

间 比 你 还 长 . 

(OS X 表示 你 必须 等 待 的 时 间 ，X, 表示 第 ”个 顾客 等 待 的 时 间 . S N 表示 
X,2X 中 第 一 个 顾客 ”的 编号 ， 为 公平 起 见 ， 假 设 X，X, ，X,，… 是 同 
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10. 


11. 


12. 


分 布 的 ， 解 释 为 什么 N 之 n( 即 在 由 你 和 前 面 的 4 一 1 个 顾客 组 成 的 群体 之 
中 ， 你 等 待 的 时 间 最 长 ) 的 概率 一 定 等 于 1/n. 
(Cb) 计算 随机 变量 N 的 概率 分 布 . 
(o) 计 算 期 望 值 EN， 它 表示 直到 你 发 现 比 你 等 待 的 时 间 更 长 者 为 止 你 所 观测 
的 平均 顾客 的 人 数 
(Murphy 法 则 一 部 分 3) 一 个 忙于 实习 的 内 科 医 生 大 约 平均 每 两 周一 次 被 召唤 
到 医院 处 理 严重 的 心脏 病人 ， 假 设 这 位 医生 的 病人 群体 中 心脏 病 以 这 样 的 比 
率 随机 出 现 ， 一 次 这 样 的 紧急 召唤 就 是 一 个 挑战 ， 每 天 两 次 这 样 的 召唤 就 是 
灾难 . 
(a) 这 位 医生 每 一 年 平均 处 理 多 少 心脏 病人 ? 
(Cb) 解释 为 什么 n 个 心脏 病人 在 一 年 内 全 部 在 不 同 天 发 病 的 概率 是 
365 . 364 . 363 || 365—n+1 


365 365 365 °” 365 
(c) 这 位 医生 在 这 一 年 同一 天 会 诊 两 个 或 多 个 心脏 病人 的 概率 是 多 大 ? 
16 架 勾 炸 机 组 成 的 中 队 需 要 穿 过 空中 防线 到 达 它 的 目标 .它们 要 么 低空 飞行 
将 它们 自己 暴露 于 空 防火 炮 之 下 ， 要 么 高 空 飞行 将 它们 自己 暴露 于 地 空 导 弹 
的 射程 之 内 ， 在 这 两 种 情形 下 空中 防御 的 射击 按照 三 个 阶段 顺序 进行 ， 首先 
必须 侦察 目标 ， 然 后 发 现 目标 (锁定 目标 ) ， 最 后 必须 攻击 目标 .这 三 个 阶段 
的 每 一 个 也 许 成 功 ， 也 许 不 成 功 . 它们 的 概率 如 下 : 


火炮 每 分 钟 射击 20 发 ， 导 弹 每 分 钟 发 射 3 发 ， 所 计划 的 飞行 路 线 如 果 是 低空 

飞行 一 分 钟 将 暴露 飞机 ， 如 果 高 空 飞行 则 要 五 分 钟 . 

(a) 确 定 最 优 的 飞行 路 线 ， 低空 或 高 空 ， 目标 是 最 大 化 安全 到 达 攻 击 目标 的 
3 EOL AO BC. 

(b) 4 — AS KEMLA 70%% 的 机 会 摧毁 目标 ， 利 用 (a) 的 结果 确定 完成 任务 ( 目 
标 被 挫 毁 ) 的 机 会 有 多 大 ， 

《c) 为 保证 有 95% 的 可 能 完成 任务 最 少 需要 多 少 架 变 炸 机 . 

(d) 关 于 一 架 刻 炸 机 能 够 摧毁 目标 的 概率 p= 二 0.7 作 灵 敏 性 分 析 ， 考虑 必须 泊 
出 的 又 炸 机 的 架 数 以 保证 有 95% 的 可 能 完成 任务 . 

(e) 恶 劣 的 天 气 将 会 降低 发 现 目标 的 概率 PRE) ALE HE LEO HY R 
p. 如 果 所 有 这 些 概率 均 以 相同 的 比率 降低 ， 哪 一 方 将 在 恶劣 的 天 气 下 占 
到 优势 ? 

扫描 无 线 电 通讯 传感器 企图 查 明 无 线 电 发 射 器 并 确定 它们 的 位 置 ， 传 感 回 扫 


14. 
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描 4 096 个 频带 ， 传 感 器 要 用 0. 1 秒 去 发 现 信号 ， 如 果 没 有 发 现 信号 ， 它 就 

移动 到 下 一 个 频率 .如 果 一 个 信号 被 检测 到 了 ， 就 需要 再 加 5 秒 的 时 间 用 以 

确定 它 的 位 置 ， 除 掉 大 约 100 个 频带 之 外 没有 其 他 的 信号 ， 但 是 传感器 不 知 

道 哪 一 个 频道 被 使 用 了 ， 因 此 全 部 都 需要 扫描 ， 在 繁忙 的 频率 上 ， 百 分 占用 

率 ( 即 信号 所 占用 的 时 间 的 比例 ) 在 30% 到 70% 之 间 变 化 ， 一 个 额外 的 困难 是 

在 同一 个 频率 上 的 反射 信号 可 能 有 几 个 不 同 的 发 射 源 ， 因 此 ， 传 感 器 必须 连 

续 扫描 所 有 的 频率 直到 一 个 发 射 源 被 定位 ， 

(a) 确 定 这 个 系统 近似 的 检测 速率 ， 假 设 所 有 的 频带 被 逐个 扫描 . 

(b) 假 设 传感器 能 够 记忆 25 个 重点 的 频带 ， 这 些 频 带 和 其 他 频带 一 样 被 扫描 
十 次 之 多 ， 假 设 传感器 最 终 能 够 识别 25 个 繁忙 的 频率 同时 把 它们 作为 重 
点 ， 检 测 率 如 何 变化 ? 

Cc) 假设 为 了 得 到 有 用 的 信息 我 们 必须 能 够 以 每 三 分 钟 一 次 的 最 小 的 速率 检 
测 在 特定 频率 上 的 发 射 源 ， 确 定 最 优 的 高 度 优 先 的 通道 的 数目 . 

(d) 对 (c) 的 结果 关于 繁忙 频率 的 平均 占用 率 作 灵 敏 性 分 析 . 


, 在 这 个 问题 中 我 们 研究 离散 和 连续 随机 变量 之 间 的 相似 性 ， 假 设 X 是 连续 的 


随机 变量 ， 有 具有 分 布 函数 F(z) 和 密度 函数 (=F (2c). MFR RAN 
定义 离散 的 随机 变量 X, 有 近似 于 X 的 分 布 . 把 实 轴 划 分 为 长 度 为 Ar=n"! 
的 区 间 ， 同 时 令 1; 表示 分 划 中 的 第 i 个 区 间 . 对 于 每 个 I， 在 第 i 个 区 间 内 
选择 点 x;， 同 时 定义 
pi = Pr{X, = xi) = f(x) Az. 
(a) 解 释 为 什么 我 们 总 能 选择 点 x;， 使 得 对 于 所 有 的 i 有 
pi = Pr{X € I;} 

它 保 证 了 Zp;=1. 
(b) 对 于 任意 两 个 实数 a Fb, DARE BERR 的 形式 给 出 表示 a 二 X, 志 5 的 概 

率 的 公式 . 
(c) 以 密度 函数 f 的 形式 给 出 表示 均值 EX, 的 公式 . 
(d) 使 用 (b) 的 结论 证 明 当 mn->co 时 (或 Ax 一 0 时 )， 对 任意 的 两 个 实数 c 和 8 

我 们 有 

Pr{a < X, <b} > Pr{a< X <b} 

我 们 说 X, 在 分 布 上 收敛 于 和 X. 

(e) 使 用 (c) 的 结论 证 明 当 n> oomt (RK Ax 一 0 时 )， 我 们 有 
EX, — EX. 

我 们 说 X, 在 平均 上 收敛 于 X. 
(几何 分 布 ) 在 这 个 问题 中 我 们 研究 指数 分 布 的 离散 形式 ， 假 设 一 个 到 达 的 事 
件 在 时 间 点 i=1，2，3，… 随 机 发 生 。 则 两 次 相连 接 的 到 达 之 间 的 时 间 有 几 
何 分 布 
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Pr{X = i} = p{1—p}"! 

其 中 请 是 一 个 到 达 事 件 在 时 间 ; 发 生 的 概率 . 

(a) 证 明 Pr{X> 引 一 (1 一 加 5 (提示 : 使 用 几何 级 数 1 十 x 十 zx? 十 zx? 十 … 一 
(1—x) '). 

(b) 使 用 (a) 的 结论 证 明 X 有 无 记忆 性 Pr{X>i+j | X>j}=PriX>i}. 

(c) 计 算 EX=1/p. ER: 微分 几何 级 数 ， 得 到 1 十 2zx 十 3z? 十 … 二 (1 一 
Zz) 2?) 解 释 为 什么 p 是 离散 过 程 的 到 达 率 . 

(d) 顾 客 以 每 10 分 钟 一 人 的 速率 随机 地 到 达 一 个 公用 电话 亭 ， 如 果 Y 是 第 一 
个 下 午 到 达 的 时 间 ， 使 用 指数 模型 计算 .Pr(Y 之 5)， 如 果 是 直到 下 一 次 
到 达 的 分 钟 数 (使 用 钟表 时 间 了 同时 只 记录 分 钟 的 X)， 使 用 几何 模型 计 
算 Pr{X>5} 并 进行 比较 ， 
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第 8 章 随机 模型 


这 本 书 第 二 部 分 的 确定 型 动态 模型 无 法 对 不 确定 性 给 出 显 式 的 表达 式 ， 当 我 
们 考虑 随机 效应 时 ， 所 得 到 的 模型 称 为 随机 模型 .当今 有 几 类 一 般 的 随机 模型 被 
广泛 地 使 用 着 ， 在 这 一 章 我 们 将 介绍 几 个 最 重要 且 经 常 使 用 的 随机 模型 . 


8.1 马尔 可 夫 链 


马尔 可 夫 链 是 一 个 离散 时 间 的 随机 模型 . 它 是 在 第 4. 3 节 介 绍 的 离散 时 间 动 
态 系统 模型 的 推广 .虽然 这 个 模型 是 简单 的 ， 但 它 的 应 用 的 数量 之 大 、 花 样 之 多 
是 令 人 惊讶 的 .这 一 节 我 们 将 介绍 一 般 的 马尔 可 夫 链 模型 .我 们 也 将 同样 介绍 适 
用 于 随机 模型 的 稳定 状态 的 概念 . 

例 8.1 一 个 宠物 商店 出 售 20 加 仑 2 的 水 族 箱 . 每 个 周末 商店 的 老板 要 盘 
点 存货 ， 开 出 定单 . 商店 的 策略 是 ， 如 果 当 前 所 有 的 存货 都 被 售 出 了 就 在 这 个 
周末 进 三 个 新 的 20 加 仑 的 水 族 箱 ， 如 果 只 要 在 店内 还 保存 有 一 个 存货 ， 就 不 
再 进 新 的 水 族 箱 . 这 个 策略 是 基于 商店 平均 每 周 仅 出 售 一 个 水 族 箱 的 事实 提出 
的 . 这 个 策略 是 不 是 能 够 保证 防止 当 商店 缺 货 时 顾客 需要 水 族 箱 而 无 货 销 售 的 
损失 ? 

我 们 将 使 用 五 步 方 法 ， 步 又 一 是 提出 一 个 问题 . 这 个 商店 在 每 个 销售 周 的 开 
始 的 存货 在 一 个 到 三 个 水 族 箱 之 间 ， 在 一 周 内 销售 的 个 数 依赖 于 供给 和 需求 这 两 
方面 .需求 是 每 周平 均一 个 ,但 是 是 随机 波动 的 .完全 可 能 在 某 些 周 需求 将 超过 
供给 ， 即 使 一 周 的 开始 就 有 三 个 水 族 箱 的 最 大 的 库存 ， 我 们 希望 计算 需求 超过 供 
给 的 概率 ， 为 了 得 到 明确 的 答案 ， 我 们 需要 给 出 关于 需求 的 概率 特征 的 假设 ， 似 
平 有 理由 假设 潜在 的 购买 者 在 每 一 周 以 一 定 的 概率 随机 到 达 ， 因 此 ， 在 一 周 内 洪 
在 的 购买 者 的 数目 服从 均值 为 1 的 泊 松 分 布 . 〈 泊 松 分 布 在 第 7 章 的 习题 6 中 做 
了 介绍 . ) 图 8-1 综合 了 步骤 一 的 结果 . 

步骤 二 是 选择 建 模 的 方法 . 我 们 将 使 用 马尔 可 夫 链 模型 . 

马尔 可 夫 链 能 够 描述 为 一 个 随机 跳跃 的 序列 .对 于 这 本 书 来 说 我 们 将 假设 这 
个 跳跃 序列 将 仅 包含 有 限 个 离散 的 位 置 或 状态 的 集合 ， 假 设 随机 变量 X, 在 有 限 
的 离散 集合 中 取 值 . 不妨 假 设 

X, € {1,2,3,++ 5m}, 
我 们 说 序列 {X,} 是 马尔 可 夫 链 ， 如 果 X=] 的 概率 仅仅 依赖 于 X,。 如 果 我 们 
定义 
ps = Pui Xm =j | X, = i}, (1) 


日 1Me=3. 785 dm3( 美 加仑 ) 
=4. 546 dm3( 英 加 仑 ) 
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则 过 程 {X,) 将 来 的 全 部 性 质 就 被 p; 和 X。 的 初始 概率 分 布 确定 了 .， 当 然 ， 我 们 这 
里 说 “被 确定 了 ”是 指 概率 Pr{X, = 二 =i} 被 确定 了 ，X, 的 实际 数值 将 依赖 于 随机 


AR. 

变量 : 
S=% n 周 之 初 水 族 箱 的 供应 
D=% ” 周 内 水 族 箱 的 需求 

假设 ; 
如 果 D,-1<S,-1» W S,=S,.-1—D,-1 
如 果 Dn- >S,- WS,=3 
Pr{D, =k} =e" 1/k! k=0, 1, 2, 3, 0% 

Be: 计算 Pr{D,>S,)} 

273 图 8-1 存货 问题 步骤 一 的 结果 


例 8.2 描述 如 下 的 马尔 可 夫 链 的 特性 .状态 变量 
X, € {1,2,3}. 
如 果 X, 二 1 则 X =l, 2 或 3 以 相等 的 概率 出 现 . 如 果 如 果 X, 二 2， 则 Xs+i =l, 
以 概率 0. 7 出 现 ，X,+1 = 二 2， 以 概率 0. 3 出 现 . 如 果 X, 二 3， 则 Xu. =1 以 概率 1 
出 现 . 
状态 转移 概率 如 由 下 式 给 出 


> P 
Il Il 


y > 
Il I 
2 2 we wle wle 


> 
II 
w Nn 


pa = l, 
其 他 的 为 零 ， 习惯 上 将 p 写成 矩阵 的 形式 : 


(2) 


bm *** pm 
这 里 

1/3 1/3 1/3 
0.7 0.3 0 
1 0 0 
另 一 个 更 方便 的 方法 被 称 为 状态 转移 图 . (参见 图 8-2) 很 容易 看 出 马尔 可 夫 链 是 
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一 个 随机 跳跃 的 序列 . 


AN 


图 8-2 例 8.2 的 状态 转移 图 
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假设 Xo=1. M X 二 1，2 或 3 各 以 概率 1/3 出 现 . X,=1 的 概率 可 以 通过 计算 


与 从 状态 1 在 两 步 内 转移 到 状态 1 的 每 一 条 序列 有 关 的 概率 得 到 .于 是 
Pr{X, = 1} = (3 )( 1 )+ ($)@.74+ (z=) = 0.677, 


3/\3 
类 但 地 


Pr{X, = 2} = (+)(+)+ (+)«o.3) = 0.211, 


9° 
为 了 对 于 较 大 的 = 计算 Pr{X, 一 j)， 注 意 到 下 面 的 式 子 是 有 益 的 


Pr{X, =j} = 2 psPr{X, = i}, 


在 时 间 n+ 1 达到 状态 7 的 途径 只 能 是 在 时 间 在 状态 i， 然 后 从 RBM. Ast 


我 们 能 够 算出 
Pr{X, = 1} = puPriX, = 1} + pa Pri X, = 2} + pa Pri X, = 3}, 
等 等 ， 这 里 正 是 矩阵 表示 法 表现 出 其 优越 性 之 处 ， 如 果 我 们 令 
Ra (i) = Pr{X, = i}, 
则 式 (3) 可 以 写成 如 下 形式 
tei G) = Dy psn li). 


(3) 


(4) 
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如 果 我 们 令 x, 表示 元 素 为 x(1)，r.(2)，… 的 向 量 ， 同 时 令 已 表示 式 (2) 中 的 和 矩 
BE, Ww 与 x 关系 的 方程 组 能 够 写成 更 紧凑 的 形式 


Tort =n7,P. (5) 
例如 ， 我 们 有 wH=mP, RA 
1/3 1/3 1/3 
702TIL (1,1,1 
(0. 677,0.211,.5)= (寺村 村) 0.7 0.3 0 
1 0 0 


现在 我 们 能 够 计算 m =r P 得 到 

ns = (0. 485,0. 289,0. 226) 
精确 到 第 3 位 小 数 继续 下 去 ， 我 们 得 到 

xı = (0. 590,0. 248,0. 162) 

xs = (0. 532,0. 271,0. 197) 

ns = (0. 564,0. 259,0. 177) 

x, = (0. 546,0. 266,0. 188) 

xe = (0. 556,0. 262,0. 182) 

my = (0. 551,0. 264,0. 185) 

mo = (0. 553,0. 263,0. 184) 

my = (0. 553,0. 263,0. 184) 

mz = (0. 553,0. 263,0. 184). 
注意 到 概率 n (i) 二 Pr{X, 二 让 随 着 n 的 增加 趋向 于 确定 的 极限 值 ， 我 们 说 随机 过 
程 趋 近 于 稳定 的 状态 ， 这 个 稳定 状态 或 者 平衡 状态 的 概念 是 与 确定 性 动态 模型 相 
应 的 概念 是 不 同 的 .由 于 随机 波动 ， 我 们 不 能 期 望 当 系统 稳定 时 状态 变量 将 停留 
在 一 个 数值 上 . 我 们 能 达到 的 最 好 的 希望 是 状态 变量 的 概率 分 布 将 趋 于 一 个 极限 
分 布 ， 我 们 称 它 为 稳定 状态 分 布 ， 在 例 8. 2 中 我 们 有 


Aan > Ks 
这 里 稳定 状态 概率 向 量 为 
x = (0. 553,0. 263,0. 184) (6) 
达到 了 3 位 小 数 一 个 较 快 的 计算 稳定 状态 向 量 的 方式 如 下 : 假设 
Tn > TA. 
自然 有 
Nr > T 
如 果 我 们 令 式 (5) 两 边 取 n->co， 可 以 得 到 
` x= xP. (7) 
我 们 能 够 通过 求解 线性 方程 组 来 计算 x， 对 于 例 8. 2 我 们 有 
1 1 1 
3 3 3 
Cri ,rz 903) = Cm ,Az 973) 0.7 0.3 01’ 
1 0 0 
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不 难 算出 (6) 式 当 
Dr =]. 

时 是 这 个 方程 组 的 惟一 的 解 . 并 不 是 每 一 个 马尔 可 夫 链 都 将 趋 于 稳定 的 状态 ， 例 
如 ， 考 虑 两 状态 的 马尔 可 夫 链 ， 其 中 

Pr{(X 一 2|X, 一 1) 一 1 
和 

Pr(X = 1| X, = 2} =1. 
状态 变量 在 状态 1 和 2 之 间 选 择 ， 确实 r, 不 趋 近 于 一 个 单个 的 极限 向 量 ， 我 们 
说 这 个 马尔 可 夫 链 是 二 周期 的 ， 一 般 地 ， 我 们 说 X, 是 6 周期 的 ， 如 果 在 X, =i 
开始 ， 这 个 链 仅仅 在 时 间 nt+kd 又 回 到 状态 i。 如果 {X,}) 是 非 周 期 的 (6 二 1)， 同 
时 如 果 对 于 每 个 i 和 j 从 i 跳 转 7 在 有 限 数 的 步 长 内 是 可 能 实现 的 ， 我 们 称 X, 是 
遍历 的 ， 这 里 有 定理 保证 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 一 定 趋 近 于 稳定 的 状态 ， 进 而 ， 
X 的 分 布 趋 近 于 同一 个 稳定 状态 的 分 布 ， 且 与 系统 的 初始 状态 无 关 ， (参见 
(Cinlar ，1975]，p. 152) 于 是 ， 在 例 8. 2 中 如 果 我 们 从 X.=2 或 X。==3 开始 ， 我 
们 仍然 可 以 看 到 rn 收敛 于 由 (4) 式 给 出 的 同一 个 稳定 状态 的 分 布 x， 计 算 稳定 状 
态 概 率 向 量 x 的 问题 数学 上 相当 于 在 状态 空间 rE R” 寻求 离散 时 间 动 态 系 统 的 
平衡 态 的 问题 ， 其 中 OK< 


Dx =] 
迭代 函数 是 
Tet = TP. 
前 面 提 到 的 定理 说 的 是 只 要 PP 表示 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 ， 这 个 系统 就 有 惟一 
的 渐 近 稳定 的 平衡 态 x. 
我 们 现在 回 到 例 8. 1 的 存货 问题 .我们 将 使 用 马尔 可 夫 链 来 给 这 个 问题 建 
R. 步骤 三 是 组 建 模 型 ， 我 们 从 研究 状态 空间 开始 . 这 里 状态 的 概念 与 确定 性 的 
动态 系统 是 一 样 的 ， 状 态 包含 有 为 预报 这 个 过 程 ( 概 率 上 ) 的 将 来 所 必须 的 全 部 信 
E. 我 们 将 取 X,=S, 作为 状态 变量 ， 它 表明 在 我 们 这 个 销售 周一 开始 库存 水 族 
箱 的 数量 ， 需求 量 D, 与 模型 的 动态 有 关 ， 将 被 用 来 构成 状态 转移 矩阵 P， 状 态 
空间 是 
X, € {1,2,3}. 
我 们 不 知道 初始 状态 ， 但 是 似乎 有 理由 假设 X,=3， 为 了 确定 P， 我 们 将 从 画 状 
态 转 移 图 开始 ， 参 见 图 8-3， 需 求 量 的 分 布 为 
Pr{D, = 0} = 0. 368 
Pr{D, = 1} = 0. 368 
Pr{D, = 2} = 0. 184 
Pr{D, = 3} = 0.061 
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Pr{D, > 3} = 0.019, (8) 
FH, WRX, =3, H 
Pr{ X41. = 1} = Pr{D, = 2} = 0. 184 
Pr{X, = 2} = Pr{D, = 1} = 0. 368 
Pr(X = 3} = 1 — (0. 184 + 0. 368) = 0. 448. 
其 余 的 状态 转移 概率 可 类 似 地 计算 .状态 转移 和 矩阵 是 
0. 368 0 0. 632 
0.368 0.368 0. . (9) 
0.184 0.368 0.448 


( ) 0.368 


P= 


0.368 
0.368 


8-3 存货 问题 的 状态 转移 图 


现在 我 们 进行 步骤 四 .分 析 的 目标 是 揽 计 算 需 求 超过 供给 的 概率 
Pr{D, > S,} 
一 般 来 说 ， 这 个 概率 依赖 于 n， 更 具体 地 说 ， 它 依赖 于 X,， 如 果 X,=3， 则 
Pr{D, > S,} = Pr{D, > 3} = 0.019, 
SS. 为 了 得 到 关于 需求 多 么 经 常 超过 供给 的 更 好 的 想法 ， 我 们 需要 更 多 关于 
X, 的 信息 . 
因为 {X,) 是 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 ， 我们 知道 一 定 存在 惟一 的 浙 近 稳定 的 
概率 向 量 x， 它 可 以 通过 求解 稳定 状态 方程 计算 出 来 ， 将 方程 (9) 代 回 (7) 式 ， 我 
们 得 到 
mı 一 0.368ri + 0. 368m: 十 0. 184r; 
n: = 0. 368r: 十 0. 36873 (10) 
m3 = 0. 6327, + 0. 264r: + 0. 44873, 
我 们 需要 在 条 件 
xl 十 rs 十 rs =l, 
下 求解 得 到 X, 的 稳定 状态 分 布 ， 因 为 我 们 现在 有 四 个 方程 含 三 个 变量 ， 我 们 能 
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够 从 方程 组 (10) 中 消去 一 个 ， 然 后 求解 ， 得 到 
n= (m1 92 9%3) = (0. 285,0. 263,0. 452). 
对 于 充分 大 的 n, UWA 
Pr{X, = 1} = 0. 285 
Pr{X, = 2} = 0. 263 
Pr{X, = 3} = 0. 452. 
将 它 与 我 们 关于 D, 的 信息 放 在 一 起 ， 我 们 得 到 ， 


3 
Pr{D, > S,}= >)Pr{D, > S, | X, = i}Pr{X, = i) 
i=l 


= (0. 264) (0. 285) + (0. 080) (0. 263) + (0. 019) (0. 452) 
= 0. 105 
在 长 时 间 的 运行 中 ， 需 求 将 有 10% 的 时 间 超 过 供给 . 
容易 计算 稳定 状态 的 概率 分 布 ， 图 8-4 描述 了 使 用 计算 机 代数 系统 MAPLE 
去 求解 方程 组 (10) 得 到 稳定 状态 概率 分 布 的 过 程 . 计算 机 代数 系统 在 这 样 的 问题 
中 是 相当 有 用 的 ， 特 别 是 在 进行 灵敏 性 分 析 时 ， 如 果 你 利用 计算 机 代数 系统 ， 将 
有 助 于 计算 本 章 后 面 的 习题 .假如 你 善于 手 算 求解 方程 组 ， 你 就 有 能 力 去 验证 你 
的 结果 ， 


S:={pil=,368*pil+.368*pi2+.184*pi3, 
pi2=.368*pi2+.368*pi3, 
pil+pi2+pi3=1}; 
s:= {n1 = .368 rl + .368 r2 + .184 23, n2 = .368 r2 


+ .368 n3, rt + n2 + 13 = 1} 
solve(s, {pil,pi2,pi3}); 
{r3 = .4519843569, rl = .2848348783, 
n2 = .2631807648} 


图 8-4 对 于 库存 问题 在 一 周 之 初 库存 水 族 箱 的 个 数 的 稳定 
状态 分 布 的 计算 .使 用 计算 机 代数 系统 MAPLE 


最 后 ， 我 们 进行 步骤 五 ， 当 前 的 存货 策略 导致 有 大 约 10% 的 时 间 的 无 货 销 
售 的 损失 ， 或 者 说 每 年 至 少 有 5 次 缺 货 ， 这 主要 是 由 于 当 仅 有 一 个 水 族 箱 的 库存 
时 我 们 没有 更 多 地 进货 ， 虽 然 我 们 每 周平 均 仅仅 出 售 一 个 ， 每 一 周 潜在 销售 的 实 
际 个 数 (需求 ) 从 一 周到 下 一 周 是 波动 的 ， 因 此 当 我 们 开始 仅 有 一 个 水 族 箱 库 存 的 
这 一 周 的 销售 时 ， 我 们 冒 着 很 大 的 (大 约 是 四 分 之 一 ) 由 于 不 充足 的 库存 而 失去 潜 
在 的 销售 机 会 的 损失 .如 果 不 存在 其 他 的 因素 ， 例 如 对 预定 三 个 或 更 多 的 水 族 箱 
时 打折 扣 等 ， 似 乎 有 理由 尝试 新 的 策略 使 得 不 会 在 开始 一 周 的 销售 时 仅 有 一 个 水 
族 箱 . 

我 们 现在 进行 灵敏 性 和 稳健 性 的 分 析 ， 主 要 的 灵敏 性 来 自 于 潜在 的 购买 者 的 
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到 达 率 4 对 需求 超过 供给 的 概率 的 影响 ， 当 前 是 每 周到 达 A=1 个 顾客 ， 对 于 任 
意 的 +4， 利用 D, 有 泊 松 分 布 的 事实 ，X, 的 状态 转移 矩阵 由 下 式 给 出 
e 0 1—e™ 
P= | Me er 1—(l 二 Ae™* |, (11) 
ie*/2 Me™ 1—CA+A™/2e% ` 
虽然 从 这 一 点 有 可 能 实现 2 一 Pr{(D,>S.) 的 计算 ， 但 相当 繁 元 ， 更 有 意义 的 化 简 
是 对 在 1 附近 选择 的 少数 的 值 重复 步骤 四 的 计算 .这 个 演算 的 结果 示 于 图 8-5 
中 .可 以 确信 我 们 的 基本 结论 对 精确 的 4 值 不 是 特别 敏感 的 ， 灵 敏 性 S(p， 4) 大 
约 是 1. 5. (灵敏 性 分 析 的 另 一 个 微妙 的 选择 是 使 用 计算 机 代数 系统 进行 元 长 的 
计算 .参见 本 章 后 面 的 习题 2). 


0.16 


0.14 


> 
已 


夭 去 销售 最 的 概率 
> 


0.06 
0.7 0.8 0.9 1 LI 1.2 1.3 


每 周 顾 客 的 到 达 率 


图 8-5 库存 问题 中 失去 销售 量 的 概率 对 到 达 率 的 灵敏 性 


最 后 ， 我 们 考虑 模型 的 稳健 性 .我 们 假设 马尔 可 夫 链 是 基于 到 达 过 程 的 泊 松 
过 程 模型 ， 泊 松 过 程 模型 作为 一 个 更 一 般 到 达 过 程 的 代表 的 稳健 性 已 经 在 7. 2 节 
的 最 后 简单 地 讨论 过 了 . 有 理由 认为 如 果 到 达 过 程 不 是 精确 的 泊 松 过 程 我 们 的 结 
论 也 不 会 有 明显 的 变化 ， 这 里 的 基本 假设 是 到 达 过 程 表示 大 量 独立 的 到 达 过 程 的 
合并 . 不同 的 顾客 到 达 在 不 同 的 时 间 商 店 去 买 20 加 仑 的 水 族 箱 ， 有 理由 假设 他 
们 彼此 间 没 有 协调 他 们 之 间 的 到 达 时 间 . 很 自然 ， 某 些 商店 的 活动 (如 宣传 水 族 
箱 的 销售 价格 ) 将 会 使 得 这 个 假设 无 效 ， 就 导致 需要 重新 检验 我 们 的 模型 计算 的 
结论 ， 如 果 需 求 有 明显 的 季节 变化 也 是 同样 的 情况 . 

另 一 个 模型 的 基本 假设 是 库存 水 平 S 表示 了 这 个 系统 的 状态 ， 一 个 更 精巧 
的 模型 是 考虑 到 商店 的 经 理 对 长 时 间 销 售 量 波动 (如 季节 性 的 变化 ) 的 反应 .这 样 
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的 模型 的 分 析 是 非常 复杂 的 ， 但 是 与 我 们 这 里 所 做 的 没有 本 质 的 区 别 . 我 们 只 需 
要 将 状态 空间 扩展 到 包含 过 去 的 销售 信息 ，S,，S,-!，S,-:，S,-3，…， 很 自然 ， 
现在 的 转移 矩阵 将 是 81X81 而 不 是 3X3. 

许多 不 同 的 库存 策略 是 可 取 的 ， 其 中 的 某 些 放 在 了 本 章 最 后 的 习题 中 ， 哪 
些 策略 是 最 好 的 ? 研究 这 个 问题 的 一 种 方式 是 构造 一 个 基于 我 们 的 马尔 可 夫 链 
模型 的 一 般 化 的 最 优化 模型 .库存 策略 用 一 个 或 几 个 决策 变量 描述 ， 同 时 目标 
是 由 结果 的 稳定 状态 概率 确定 . 这 一 类 模型 的 研究 被 称 为 马尔 可 夫 决 策 理论 . 
详细 情况 能 够 在 任何 的 运筹 学 的 人 门 教材 中 找到 (参见 LHillier 和 Lieberman, 
1990]). 


8.2 马尔 可 夫 过 程 


马尔 可 夫 过 程 是 上 一 节 介绍 的 马尔 可 夫 链 模型 的 连续 时 间 的 类 推 ， 它 同样 能 
够 作为 连续 时 间 动 态 系统 模型 的 随机 的 类 推 被 考虑 . 

例 8.3 一 个 在 重型 设备 修理 矿工 作 的 技工 负责 铲 车 的 维护 和 修理 ， 当 铲 车 
损坏 时 它 将 被 送 到 修理 厂 ， 按 到 达 先 后 顺序 进行 修理 .工厂 内 可 以 存放 27 AF 
车 ， 同 时 过 去 的 一 年 工厂 修理 了 54 台 铲 车 . 每 一 台 铲 车 平均 修理 大 约 三 天 的 时 
E. 在 刚刚 过 去 的 几 个 月 ， 这 个 操作 的 有 效 性 和 效率 上 出 现 了 一 些 问题 .两 个 核 
心 的 问题 是 修理 铲 车 所 用 的 时 间 和 工人 从 事 于 这 一 任务 占用 的 时 间 比 例 . 

我 们 使 用 机 器 维修 的 数学 模型 来 分 析 这 一 状况 ， 铲 车 以 每 月 54/12 一 4.5 台 
的 速率 到 达 工 厂 来 修理 .它们 每 月 被 修理 的 铲 车 的 数量 最 多 为 22/3<“7.3 台 ， 这 
是 基于 每 月 平均 有 22 个 工作 日 得 到 的 . +X, 表示 时 间 上 维修 车 间 的 铲 车 的 数 
B. 我 们 关心 的 是 时 间 上 维修 车 间 的 铲 车 的 平均 台数 EX, 和 技工 从 事 修 理 铲 车 的 
时 间 所 占 的 比例 ，Pr{X,>0}， 图 8-6 综合 了 步骤 一 的 结果 .我 们 将 使 用 马尔 可 
夫 过 程 来 模拟 这 个 修理 厂 的 状况 . 


变量 : 

X, 一 在 时 间 1 月 内 修理 的 铲 车 的 数量 
假设 : 

待 修 理 铲 车 的 到 达 率 为 每 月 4.5 台 ， 每 月 的 最 多 修理 铲 车 7. 3 台 
目标 : 计算 EX,, Pri X,>0} 


图 8-6 铲 车 问题 步骤 一 的 结果 


马尔 可 夫 过 程 是 上 一 节 介 绍 的 马尔 可 夫 链 的 连续 时 间 的 对 应 . 像 前 面 那样 我 
们 将 假设 状态 空间 是 有 限 的 ， 即 我 们 将 假设 
X, € (1,2,3,.,m). 
随机 过 程 {X,) 是 马尔 可 夫 过 程 ， 如 果 当 前 的 状态 X 真实 地 描绘 着 系统 的 状态 ， 
也 就 是 说 ， 它 完全 确定 了 过 程 将 来 的 概率 .这 个 条 件 可 以 用 式 子 写 成 
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Pr(X =j |X, :ut = Pr(X,, 5j | X,}. (12) 
马尔 可 夫 性 质 等 式 (12) 有 两 个 重要 的 含义 ， 首 先 ， 下 一 次 转移 的 时 刻 不 依 赖 于 当 
前 的 状态 维持 多 长 时 间 . 换 句 话说， 在 特定 状态 下 的 时 间 的 分 布 具有 无 记忆 性 . 
FT 表示 状态 i 维持 的 时 间 . 则 ， 马 尔 可 夫 性 质 是 说 


Pr{T,>t+s|T,>;) = Pr{T; >t}. (13) 
在 7. 2 节 我 们 展示 了 指数 分 布 有 这 个 性 质 ， 于 是 T; 应 该 有 密度 函数 
F.(t) = Ae ,it, (14) 


事实 上 ， 只 有 指数 分 布 是 具有 无 记忆 性 的 概率 分 布 . (这 是 一 个 实 分 析 中 很 深刻 
的 定理 . 参见 [Billingsley，1979]，p. 160. ) 因 此 ， 一 个 马尔 可 夫 过 程 特定 状态 维 
持 时 间 的 分 布 是 参数 为 4; 的 指数 分 布 ， 参 数值 一 般 来 说 依赖 于 状态 i. 

马尔 可 夫 性 质 的 第 二 个 重要 含义 与 状态 转移 有 关 ， 下 一 个 状态 的 概率 分 布 仅 
仅 依 赖 于 当前 的 状态 ， 于 是 ， 这 个 过 程 所 经 历 的 状态 序列 构成 一 个 马尔 可 夫 链 . 
如 果 我 们 令 pi; 表示 过 程 从 状态 i PERERA | 的 概率 ， 则 所 艇 人 的 马尔 可 夫 链 就 
具有 转移 矩阵 P= (p;). 

例 8.4 考虑 一 个 马尔 可 夫 链 ， 具 有 状态 转移 概率 矩阵 
0 1/3 2/3 
1/2 0 1/2 
3/4 1⁄4 0 
假设 {X;} 的 跳跃 服从 这 个 马尔 可 夫 链 ， 状 态 1、2 和 3 持续 的 平均 时 间 分 别 为 1、 
2 和 3， 构成 这 个 马尔 可 夫 过 程 . 

稳定 状态 方程 n= xP 的 解 表明 跳 九 到 状态 1、2 和 3 的 比率 分 别 为 0. 396, 
0. 227 和 0. 377， 然 而 ， 在 每 一 个 状态 停留 的 时 间 的 比例 同样 依赖 于 在 下 一 个 跳 
路 之 前 我 们 在 这 个 状态 停留 了 多 长 时 间 ， 校 正 这 个 结果 得 到 相对 的 比例 为 1 
(0. 396) 2(0. 227) 和 3(0. 377). 如果 将 它 规 一 化 (每 一 项 除 以 它们 的 总 和 )， 我 
们 得 到 0.200, 0.229 和 0. 571. 因 此， 这 个 马尔 可 夫 过 程 大 约 有 57. 1% 的 时 间 
处 于 状态 3， 其 他 也 类 似 ， 我 们 称 之 为 马尔 可 夫 过 程 的 稳定 状态 分 布 ， 一 般 来 
说 ， 如 果 x 二 (xl ，…，xm) 是 媒人 的 马尔 可 夫 链 的 稳定 状态 分 布 ， 同 时 4= O, 
…，AMn) 是 速率 向 量 ， 则 停留 于 各 状态 的 时 间 的 比例 由 下 式 给 出 

Ti 
p- 0) (16) 
(te) 

RRA, 的 倒数 表示 处 于 状态 i 的 平均 时 间 ， 概 括 来 说 ， 马 尔 可 夫 过 程 能 够 看 作 
一 个 马尔 可 夫 链 ， 其 中 两 次 跳跃 之 间 的 时 间 服 从 依赖 于 当前 状态 的 指数 分 布 ， 
一 个 等 价 的 模型 可 以 按 如 下 构成 ， 给 定 Xi, S TRASERA a, = Xp 的 指 
数 分 布 ， 进 而 ， 假 设 Ti ，…，T 是 独立 的 ， 则 一 直到 下 一 次 跳跃 的 时 间 T; 
是 Ti ，…，T 中 的 最 小 者 ， 同 时 如 果 下 一 个 状态 是 状态 7， 则 Ti 是 Ts ，…， 


P= ， (15) 
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Tu 中 的 最 小 者 .马尔 可 夫 过 程 模型 的 这 两 个 式 子 之 间 的 数学 的 等 价 性 可 由 如 
下 事实 得 到 
T; 一 min(Ta Taw) 
服从 参数 为 
Ai 一 Say 
的 指数 分 布 ， 同 时 
Pr{T; = Ty} = py. 
《证 明 留 给 读者 ， 参 见 本 章 末 的 习题 6. BR 
ay = Aips 
依赖 这 个 过 程 从 状态 i 趋向 状态 ) 的 速率 . 习惯 上 ， 将 速率 ay 以 速率 图 的 方式 描 
绘 出 来 ， 对 于 例 8. 4 的 速率 图 由 图 8-7 给 出 ， 通 常 ， 马 尔 可 夫 过 程 的 结构 都 是 由 


这 样 的 图 来 描绘 . 
13 C) 2/3 


图 8-7 例 8.4 的 速率 图 ， 图 中 的 速率 表明 这 个 过 程 从 一 个 
状态 跳跃 到 另 一 个 状态 的 趋势 


这 种 马尔 可 夫 过 程 的 表达 方式 为 我 们 提供 了 基于 速率 图 来 计算 稳定 状态 分 布 
的 简便 方法 ， 像 前 面 一 样 ， 我 们 定义 
ay = Ais 
为 过 程 从 状态 i 跳跃 到 状态 j 的 趋势 的 速率 ， 同 样 令 
ai =— Ài 
表示 过 程 趋 于 离开 状态 i 的 速率 ， 可 以 看 出 概率 函数 
P,(t) = Pr{X, = i} (17) 
一 定 满足 微分 方程 
Pi (t) = an Py (t) ++ tam Pa (1) 
: (18) 
Pn lt) = amnP1(t) H e am P n CE). 
《参见 [Cinlar，1975] ，p，255. ) 使 用 流体 流动 来 类 比 ， 这 个 基本 的 条 件 可 以 更 容 
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易 地 理解 . 直观 地 说 ， 将 概率 P;(t) 看 作 在 每 个 状态 i 流体 (概率 物质 ) 的 总 量 . 


速率 a; 表示 流体 流动 的 速率 ， 同 时 事实 
Pi(t) 十 … 十 Pn(t) = 1 
意味 着 流体 的 总 量 保持 等 于 1， 在 例 8. 4 的 情形 下 ， 我 们 有 


Pit) 一 一 PCD + +P, a) + +P, (t) 


P, = =P, (1) 一 TPO + BPW 


Pht) = 了 Pi CO) ++ 


P,(t) — P(t). 


(19) 


马尔 可 夫 过 程 的 稳定 状态 分 布 相应 于 微分 方程 组 的 稳定 状态 解 ， 对 于 所 有 的 i 令 


P’ 二 0， 我 们 得 到 


4 4 
一 工 1 1 
0 一 zP: z Pe 十 TsP: 
_ 2 1 i 
0 一 zP +P. zP 
将 这 个 方程 组 620) 与 条 件 
P,+P,+P;=1 
联 立 求解 线性 方程 组 得 到 
> (7,8 20 
P = (3535735): 
这 与 前 面 的 结论 相同 . 


(20) 


确定 表示 一 个 马尔 可 夫 过 程 是 稳定 状态 分 布 的 方程 组 的 一 种 简便 方法 是 使 用 
流体 流动 的 类 比 ， 流 体 流 和 人 或 流出 每 个 状态 ， 为 使 系统 保持 平衡 ， 流 体 流 和 人 每 个 
状态 的 速率 一 定 等 于 流体 流出 该 状态 的 速率 ， 例 如 ， 在 图 8-7 中 我 们 有 流体 从 状 
态 1 流 出 的 速率 为 1/3 十 2/3 二 1X Pi. 流体 从 状态 2 流 回 到 状态 1 的 速率 为 


1/4X P: 同时 从 状态 3 流 回 到 状态 1 的 速率 为 1/4X P;， 于 是 我 们 有 条 件 


P, = +P, +4P,. 


将 [流出 ] 一 [ 流 和 人] 的 原理 应 用 于 另 两 个 状态 也 一 样 ， 于 是 得 到 了 方程 组 


1 
P, = +P; + +P; 


P: = 


w|—= 


1 1 
gP + oP 
i 


zP = $P +iP:, 


(21) 


它 相 当 于 方程 组 (20)， 我们 称 方程 组 (21) 为 我 们 的 马尔 可 夫 过 程 模型 的 平衡 方 
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程 。 他 们 表示 了 每 个 状态 流入 速率 和 流出 速率 平衡 的 条 件 . 

在 8. 1 节 我 们 提 到 了 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 将 总 是 趋 于 稳定 状态 的 结论 ， 现 
在 我 们 将 论述 对 于 马尔 可 夫 过 程 相应 的 结果 ， 一 个 马尔 可 夫 过 程 如 果 对 于 每 一 对 
状态 i 和 j 都 可 能 通过 有 限 步 的 转移 从 状态 i 跳 到 状态 ;} ， 该 马尔 可 夫 过 程 被 称 为 
是 遍历 的 . 这 里 有 一 个 定理 保证 了 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 过 程 总 会 趋 近 于 稳定 的 状 
态 . 进而 ，X, 的 分 布 趋 近 于 相同 的 稳定 状态 分 布 且 与 系统 的 初始 状态 无 关 .( 参 
WECCinlar, 1975], p. 264.) 

P) = (Pi), Pan (t)) 

表示 马尔 可 夫 过 程 当前 的 概率 分 布 ， 则 这 个 定理 说 的 是 对 于 状态 空间 任何 的 初始 
概率 分 布 P(0) ， 我 们 将 总 可 以 看 到 当 :一 co 时 ， 马 尔 可 夫 过 程 状态 向 量 X, 的 概 
率 分 布 已 ( 蕊 将 收敛 于 相同 的 稳定 状态 分 布 


P = (Pise, Pan) 
TAR ERO PO 3A EE A BAS) RE RE EE E R 
P(t)’ = POWA, (22) 
其 中 AS ) 是 速率 矩阵 ， 他 是 在 空间 
S= {x€ R":0<4,<1; Yr= 1). (23) 


上 的 线性 微分 方程 组 .我 们 的 定理 说 的 是 如 果 动 态 系统 (22) 表 示 一 个 遍历 的 马尔 
可 夫 过 程 ， 则 一 定 存在 惟一 的 稳定 的 平衡 解 P， 进 而 ， 对 于 任何 的 初始 条 件 P(0) 
我 们 将 有 当 toit, POP. 关于 马尔 可 夫 过 程 ( 时 间 依 赖 的 ) 瞬 时 性 质 的 更 
详细 的 信息 可 以 通过 使 用 通常 的 方法 显 式 地 求解 线性 方程 组 (22) 得 到 . 

现在 我 们 回 到 例 8. 3 的 铲 车 问题 ， 我 们 希望 关于 在 上 个 月 的 时 间 内 修理 的 铲 
车 的 数量 X, 组 建 一 个 马尔 可 夫 过 程 的 模型 ， 因 为 工厂 仅仅 可 以 存放 27 辆 铲 车 ， 
我 们 有 

X, € {0,1,2,+++,27} 

问题 所 允许 发 生 的 转移 仅仅 是 从 X =; 到 XX, 二 ;十 1 或 一 1， 除 去 我 们 不 能 从 状 
态 27 向 上 转移 和 不 能 从 状态 0 向 下 转移 之 外 ， 向 上 和 向 下 转移 的 速率 分 别 是 4 一 
4.5 和 jy 二 7. 3， 这 个 问题 的 速率 图 表示 于 图 8-8. 


一 


ojoloE SLO 


图 8-8 铲 车 问题 的 速率 图 ， 图 中 的 速率 是 待 修 铲 车 的 数量 
趋 于 增加 和 减少 的 概率 


稳定 状态 方程 PA=0 能 够 使 用 
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[流出 率 ] 二 [流入 率 ] 
的 原理 从 速率 图 得 到 ， 从 图 8-8 我 们 得 到 
AP) = gP: 
(uta P: = AP, + pP, 
Cu +a) P， = aP; + pP; (24) 
(+A) Pr = AP 25 + uP x 
Pz = AP 2. 
与 
SP, =l 
联 立 求解 将 得 到 稳定 状态 Pr{X,=i}. RKD 
Pr{X, > 0} 一 1 一 Pr(X, 一 0) 一 1 一 Po 
和 
EX, = ))iPi. 
进行 到 第 四 步 ， 我 们 首先 依据 Po 求解 P, ， 然 后 依据 Pi 求解 P: ， 等 等 ， 对 于 所 
有 的 7 一 1，2，3，…， 27 得 到 | 


/ap 

P, = (7) Pe 
则 对 于 所 有 的 n 有 

ron (Je; 
因为 

XP = Pd) (Z) =1, 

我 们 一 定 有 

Po = cae 


其 中 p 二 4/x. 这 里 我 们 使 用 了 有 限 项 几何 级 数 求 和 的 公式 ， 对 于 n= 1, 2, 
3，…，27 我 们 有 


P, = p'P, = Oe (25) 


现在 p=A/p=4. 5/7. 30. 616, FÆ 1—p*~0. 9999987， 因 此 ， 对 于 实用 的 目 
的 ， 我 们 可 以 假设 Pu=1 一 和 对 于 所 有 的 n 之 1，P, 一 p'(1 一 p). 
现在 我 们 计算 出 两 个 指标 的 数值 ， 首 先 ， RITA 
Pr{X, > 0} =1—P, = p ~ 0. 616. 
其 次 我 们 有 


= Sin — p)s (26) 
由 此 可 以 得 到 EX, =1. 607. 
概括 来 说 (步骤 五 );， 我 们 考虑 一 个 系统 ， 其 中 铲 车 以 每 月 4.5 台 的 速率 损 
坏 ， 同 时 被 送 到 具有 每 月 能 修理 7. 3 台 铲 车 的 修理 厂 修 理 ， 因 为 铲 车 送 修理 厂 的 
速率 仅仅 大 约 是 修理 厂 潜在 的 修理 能 力 的 60% ， 修 理工 人 忙于 这 一 工作 仅仅 大 
约 是 60% 的 时 间 ， 然 而 ， 铲 车 的 损坏 实质 上 是 随机 的 ， 有 时 既 使 修理 工 没有 误 
工 也 会 出 现在 同一 时 间 有 多 辆 铲 车 停 在 修理 厂 的 情形 ， 事实 上 ， 平 均一 天 我 们 将 
期 望 在 修理 厂 看 到 1. 6 辆 铲 车 ， 对 于 这 一 点 ， 我 们 是 说 如 果 我 们 每 天 跟踪 在 修理 
三 的 铲 车 的 数量 ， 则 到 年 底 这 些 数 的 平均 大 约 是 1.6. 更 详细 地 ， 我 们 期 望 有 
图 8-9 所 示 的 分 布 . 


修理 厂 内 的 铲 车 数量 


图 8-9 表示 任何 时 间 维 修 的 铲 车 数量 的 分 布 的 直方 图 


Mnurphy 法 则 在 这 里 确实 是 个 证 据 ， 既 使 工人 是 努力 工作 的 ， 一 年 工作 日 的 
8% 仍 将 有 5 辆 或 更 多 的 铲 车 留 在 了 修理 厂 ， 因 为 每 3 天 修理 一 辆 铲 车 ， 这 表明 
大 约 是 三 周 的 积压 量 ， 假设 一 年 250 个 工作 日 ， 这 个 不 幸 的 状况 一 年 内 大 约 出 现 
20 天 . 同时， 一 项 时 间 的 研究 将 表明 修理 工人 忙于 这 部 分 工作 大 约 60% 的 时 间 . 
这 个 矛盾 可 以 用 如 下 简单 的 事实 来 解释 ， 妈 铲 车 的 损坏 不 总 是 保持 均匀 的 间隔 . 
有 时 ， 纯 粹 由 于 运气 太 坏 ， 几 台 铲 车 接连 损坏 ， 使 得 修理 工 应 接 不 暖 ， 另 一 些 时 
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候 两 次 坏 车 之 间 的 时 间 间 隔 很 长 ， 修 理工 们 又 没有 工作 可 做 . 

这 里 实际 上 有 两 个 管理 的 问题 ， 一 个 是 闲散 时 间 的 问题 ， 这 里 没有 办 法 回避 
这 种 工作 的 时 有 时 无 的 特征 ， 闲 散 时 间 的 延续 是 非常 值得 关心 的 . 经理 也 许 会 考 
虑 在 闲散 的 时 间 安 排 工人 去 做 其 他 的 工作 ， 这 些 工作 应 该 是 在 损坏 的 铲 车 到 来 时 
很 容易 被 停止 的 . 

第 二 个 问题 是 工作 的 积压 .有 时 会 有 几 辆 铲 车 在 等 待 修理 .这 时 确定 是 不 是 
在 繁忙 的 时 间 提 出 增 派 劳 动力 进行 修理 的 工作 这 一 问题 是 需要 研究 的 . (这 个 问 
题 是 本 章 末 习题 7 的 问题 . ) 

最 后 ， 我 们 讨论 非常 重要 的 灵敏 性 和 稳健 性 的 问题 . 这 两 个 特性 的 度量 依赖 
于 比值 


当前 它 等 于 0. 616. SAK 

Pr{X, >0} œp (27) 
无 须 进 一 步 的 解释 ， 如果 我 们 令 A 二 EX, 表示 系统 的 平均 数 ， 则 (使 用 1~p?x 
1) 我 们 有 


27 
A= Dm"(l—p), (28) 
n=0 
可 以 化 简 为 
A=ptpe tp ++ — 27%. 
近似 地 有 
1 2 Suey = P| 
eltete +p 4+) a-o 
于 是 得 
dA 人 ltl 
do ~~)?’ 
同样 有 
S(A, 0) x 2. 6. 


关于 po 的 小 的 误差 不 会 明显 地 影响 我 们 基于 A 二 EX, 的 结论 . 

我 们 同样 考虑 工厂 存储 面积 的 大 小 ， 当 前 是 K=27 台 铲 车 ， 我 们 看 到 对 于 
中 等 大 小 的 p( 不 是 特别 接近 于 1)， 当 我 们 继续 使 用 近似 公式 

1—p** al. 

时 ， 这 个 参数 的 差别 很 小 ， 这 个 近似 相当 于 假设 这 里 对 于 待 修 的 铲 车 有 无 限 的 存 
储 能 力 ， 实 际 上 是 假设 K=co, 如果 增加 更 多 的 存储 能 力 ， 它 并 不 会 改变 待 修 锌 
车 的 到 达 率 1， 于 是 参数 o 一 AMw 将 保持 不 变 ， 工 厂 性 能 的 两 个 指标 对 于 天 是 不 
灵敏 的 ， 增 加 K( 即 ， 开辟 更 多 的 存储 空间 ) 的 效果 仅仅 是 增加 了 可 等 待 修理 的 铲 
车 的 数量 . 
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我 们 用 以 描述 修理 厂 的 模型 是 排队 模型 的 特殊 情形 ， 一 个 排队 模型 描述 的 是 
一 个 包含 一 个 或 几 个 用 以 为 到 来 的 顾客 服务 的 设施 的 系统 ， 这 些 到 达 的 顾客 当 他 
们 没有 接受 到 服务 时 需要 排队 等 候 服务 ， 关 于 排队 的 模型 有 大 量 的 文献 ， 包 括 相 
当 近 代 的 研究 .关于 运筹 学 的 教科 书 ( 例 如 : [Hillier 和 Lieberman，1990]) 对 于 
初学 者 来 说 是 合适 的 ， 我 们 打算 放宽 的 最 重要 的 假设 是 服务 时 间 服 从 指数 分 布 . 
我 们 有 足够 的 理由 怀疑 顾客 到 达 的 随机 性 ， 基于 我 们 前 面 给 出 的 假设 K=, ži 
于 具有 方差 o* 的 一 般 的 服务 时 间 的 分 布 表 明 p==4/p 是 服务 台 繁 忙 的 概率 同时 稳 


2 
EX, = 6 十 和 tp (29) 
21 —p) 


在 指数 服务 时 间 的 情形 下 它 可 以 化 简 为 (1 一 o) 这 时 o=1/p, MIX PAH 
可 以 得 到 一 般 的 结论 : 随 着 服务 时 间 的 方差 的 增加 ， 等 待 修理 的 车 辆 的 平均 数 将 
会 增加 ， 于 是 ， 关 于 修理 时 间 的 不 确定 性 将 会 导致 更 长 的 等 待 时 间 . 


8.3 线性 回归 


一 个 最 普遍 使 用 的 随机 模型 是 假设 状态 变量 的 期 望 值 是 时 间 的 线性 函数 ， 这 个 模 
型 之 所 以 是 引 人 注 目 不 仅 是 因为 它 应 用 的 范围 很 广 ， 还 因为 有 很 好 的 软件 工具 . 

例 8.5 私人 家 庭 可 调节 的 抵押 贷款 率 (ARM，Adjustable-rate mortgages) 
通常 是 基于 由 联邦 家 庭 贷 款 银 行 制定 的 若干 市 场 指数 之 一 确定 的 ， 贷 款 者 的 抵押 
贷款 是 依据 每 年 五 月 一 年 期 的 美国 公债 到 期 的 指数 (CM1，Constant Maturity 
index) 来 调节 的 .从 1986 年 六 月 开始 的 三 年 期 间 的 历史 资料 列 于 表 8-1( 来 源 : 
美国 联邦 储备 委员 会 )， 使 用 这 些 信 息 给 出 下 一 次 调节 时 ， 即 1990 年 五 月 这 个 指 
数 的 估计 值 . 


表 8-1 可 能 的 抵押 贷款 调节 率 指数 


TB3 TB6 CM1 CM2 CM3 CM5 
6/86 6. 21 6. 28 6.73 7.18 7.41 7. 64 
7/86 5. 84 5. 85 6. 27 6. 67 6. 86 7.06 
8/86 5.57 5.58 5.93 6. 33 6. 49 6. 80 
9/86 5.19 5.31 5.77 6. 35 6. 62 6. 92 
10/86 5.18 5. 26 5.72 6. 28 6. 56 6. 83 
11/86 5. 35 5.42 5. 80 6. 28 6. 46 6. 76 
12/86 5.49 5.53 5. 87 6. 27 6. 43 6. 67 
1/87 5. 45 5.47 5.78 6. 23 6.41 6. 64 
2/87 5. 59 5. 60 5.96 6. 40 6. 56 6. 79 
3/87 5.56 5.56 6. 03 6. 42 6. 58 6.79 
4/87 5.76 5.93 6. 50 7. 02 7.32 7.57 
5/87 5.75 6.11 7. 00 7.76 8. 02 8. 26 
6/87 5.69 5.99 6. 80 7.57 7. 82 8.02 
7/87 5.78 5. 86 6. 68 7.44 7.74 8.01 
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TB3 TB6 CM1 CM2 CM3 CM5 

8/87 6. 00 6.14 7.03 7.75 8. 03 8. 32 
9/87 6. 32 6.57 7.67 8. 34 8. 67 8. 94 
10/87 6. 40 6. 86 7,59 8. 40 8.75 9. 08 
11/87 5. 81 6. 23 6. 96 7.69 7.99 8. 35 
12/87 5. 80 6. 36 7.17 7. 86 8.13 8. 45 
1/88 5. 90 6. 31 6. 99 7. 63 7. 87 8.18 
2/88 5. 69 5. 96 6. 64 7.18 7.38 7.71 
3/88 5. 69 5. 91 6.71 7.27 7.50 7. 83 
4/88 5. 92 6.21 7.01 7.59 7. 83 8.19 
5/88 6. 27 6. 53 7.40 8. 00 8. 24 8.58 
6/88 6. 50 6. 76 7.49 8. 03 8. 22 8. 49 
7/88 6. 73 6. 97 7.75 8. 28 8. 44 8. 66 
8/88 7.02 7. 36 8.17 8. 63 8.77 8. 94 
9/88 7.23 7.43 8. 09 8. 46 8.57 8. 69 
10/88 7. 34 7.50 8.11 8. 35 8. 43 8.51 
11/88 7. 68 7. 76 8, 48 8. 67 8. 72 8. 79 
12/88 8. 09 8. 24 8. 99 9. 09 9.11 9. 09 
1/89 8. 29 8. 38 9,05 9.18 9. 20 9.15 
2/89 8. 48 8. 49 9,25 9. 37 9. 32 9.27 
3/89 8. 83 8. 87 9,57 9. 68 9.61 9.51 
4/89 8. 70 8. 73 9, 36 9. 45 9. 40 9. 30 
5/89 8. 40 8. 39 8. 98 9. 02 8. 98 8.91 
6/89 8. 22 8. 00 8. 44 8.41 8. 37 8. 29 


我 们 将 使 用 五 步 方法 .步骤 一 是 提出 问题 ， 我 们 企图 去 估计 描述 具有 随机 波 
动 的 随时 间 而 增长 的 变量 将 来 的 变化 趋势 ， 令 X, 表示 在 1986 年 5 月 以 后 第 t 十 1 
月 的 一 年 期 美国 公债 到 期 的 指数 ， 图 8-10 给 出 了 ti 一 1，…，37， 时 X 的 散 点 
图 .我 们 希望 估计 Xe 如 果 我 们 假设 X, 部 分 地 依赖 于 随机 元 素 ， 则 我 们 不 能 
期 望 精确 地 预测 X,s， 最 好 的 是 得 到 平均 值 和 不 确定 性 大 小 的 某 种 度量 .目前 我 
们 将 专注 于 得 到 EX 的 估计 ， 我们 将 把 其 他 的 内 容 放 在 灵敏 性 分 析 的 那 一 节 去 
讨论 . 

步骤 二 是 选择 建 模 的 方法 .我们 将 使 用 线性 回归 的 方法 组 建 这 个 模型 . 

.线性 回归 模型 假设 l 

X, =at+tbt te, (30) 
其 中 a Wb 是 实 常 数 ， 同 时 6; 是 表示 随机 波动 效应 的 随机 变量 ， 假 设 
ei ye yes se 
是 独立 ， 同 分 布 的 且 具 有 零 均值 同样 一 般 假设 e 是 正 态 的 ， 也 就 是 对 于 某 个 
o> 0 随机 变量 
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1(1986 年 5 月 以 后 的 月 ) 


图 8-10 对 于 ARM 问题 CM1 指数 与 时 间 的 散 点 图 


E 
oO 


服从 标准 的 正 态 分 布 ， 在 由 e; 表示 的 随机 波动 是 相当 大 量 的 随机 因子 相 加 的 结果 
的 情形 下 ， 这 个 正 态 性 的 假设 被 中 心 极限 定理 证 明 是 正确 的 . 〈 正 态 密度 和 中 心 
极限 定理 在 7.3 节 作 了 介绍 . ) 

因为 误差 项 有 零 均 值 ， 

EX, =a+é, (31) 
估计 EX, 的 问题 就 化 为 估计 参数 a 和 2 的 问题 了 .如果 我 们 在 图 8-10 EEH 
直线 

y= a (32) 
我 们 希望 资料 点 (CM1 图 上 的 小 方块 ) 处 于 这 条 直线 的 附近 ， 某 些 在 上 面 ， 某 些 
EFE. 由 我 们 的 参数 c 和 2 的 最 优 估计 所 表示 的 最 佳 的 拟 合 直线 将 极 小 化 资料 
点 与 直线 之 间 的 离 差 的 大 小 . 
给 定 一 组 资料 点 
syi) stts (tae Yn)» 
FRAT EER. yv MAB (32) b :一 志 的 点 之 间 的 垂直 距离 

| y: —(a+é;) | 
度量 回归 线 的 拟 合 优 度 . 为 了 避免 绝对 值 符号 在 优化 问题 上 带 来 的 麻烦 ， 我 们 
使 用 


F(a,b) = >) (y: — lat bt). (33) 
i=1 
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来 度量 整体 的 拟 合 优 度 ， 最 佳 的 拟 合 直线 将 由 目标 函数 (33) 的 全 局 最 小 值 所 表 
fk. Obi FRO F/ 0a 和 93 F/ 0b SFE BA 


Dy = na +b Dt 


a ， a (34) 
Stix = adit +6 >). 
关于 两 个 未 知 参 数 a 和 5 求解 这 两 个 线性 方程 
回归 方程 (32) 预 测 的 效率 的 估计 能 够 如 下 得 到 ， 令 
y= ly (35) 
表示 资料 点 y 的 平均 值 ， 同 时 对 于 每 个 i 令 
y= a+ bt. (36) 
一 个 资料 点 与 平均 值 之 间 的 全 部 的 变化 y; 一 y 能 够 被 表示 为 如 下 的 和 式 
(yi—y) = (yh) + (Cy,— y. (37) 


式 (37) 右 端的 第 一 项 表示 误差 (资料 点 距 回 归 线 的 垂直 距离 )， 第 二 项 表示 在 回归 
线 上 y 的 改变 量 ， 简 单 的 代数 变换 可 以 看 出 


Doy = To + G-r. (38) 
i=] i=} i=l 
统计 量 
SM Gi- yy? 
R = = (39) 
Dy, —y)’ 


度量 了 在 全 部 的 变化 中 由 回归 线 解 释 的 部 分 ， 总 变 差 中 剩余 的 部 分 是 随机 误差 也 
就 是 s 的 影响 的 贡献 ， 如果 尽 : 接近 于 1， 则 资料 点 非常 接近 直线 如果 R 接近 
于 0， 资 料 点 就 很 接近 于 随机 . 
许多 大 型 的 计算 机 都 装 有 统计 分 析 的 软件 包 ， 它 可 以 从 资料 集中 自动 地 计算 
a, 请 和 尽 :， 对 于 许多 个 人 计算 机 同样 类 型 的 价格 便宜 的 软件 也 是 可 用 的 ， 同 样 
某 些 手持 计算 器 也 有 内 兽 的 线性 回归 函数 ， 对 于 本 书 中 的 线性 回归 问题 ， 这 些 方 
法 中 的 任何 一 个 都 是 足够 的 ， 我 们 不 建议 用 手 算 来 解决 这 些 问题 . 
步骤 三 是 组 建 模型 我们 将 令 X, 表示 1986 年 5 月 后 第 上 月 CM1 指数 的 值 ， 
同时 我 们 将 假设 模型 为 (30) 式 给 出 的 线性 回归 模型 ， 资料 是 
(人 yy) 一 (1,6.73) 
Cta s y2) = (2,6. 27) (40) 
Ctar 937) = (37,8. 44). 
最 优 拟 合 的 直线 是 通过 求解 线性 方程 组 (34) 来 求 出 a 和 5 得 到 ， 拟 合 优 度 统计 量 
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R 能 够 由 (39) 式 得 到 . 使 用 这 个 线性 回归 模型 的 计算 工具 将 使 我 们 避免 了 大 量 


繁杂 的 计算 . 
步骤 四 是 求解 这 个 模型 ， 我 们 使 用 MINITAB 统计 软件 包 就 得 到 回归 直线 
y = 5.45 +0. 0970¢ (41) 
和 
R? = 83.0%. 


(参见 图 8-11. )(41) 式 给 出 了 穿 过 资料 点 (40) 的 最 优 的 拟 合 直线 ， A 8-12 是 它 的 
图 像 表 示 . CM1 指数 在 1986 年 6 月 到 1989 年 6 月 的 期 间 内 平均 每 月 增长 
0. 0970. 将 1=48 代入 (41) 式 ， 我 们 得 到 1990 年 CM1 指数 的 估计 值 为 
EX ys = 5. 45 +0. 0970(48) = 10. 106 

因为 尺 王 83.0% ， 回 归 方 程 说 明了 我 们 的 CM1 指数 总 的 变化 中 的 83%. SCORE 
我 们 的 估计 值 有 相当 高 的 置信 水 平 ， 当然 ， 由 于 随机 波动 的 原因 ，Xs 的 实际 值 
与 它 还 有 区 别 . 关于 这 个 波动 的 大 致 规模 的 更 详细 的 分 析 将 在 灵敏 性 分 析 中 简短 
地 提 到 . 


set cl 

1:37 

end 

set c2 

6.73 6.27 5.93 5.77 5.72 5.80 5.87 5.78 5.96 6.03 6.50 7.00 

6.80 6.68 7.03 7.67 7.59 6.96 7.17 6.99 6.64 6.71 7.01 7.40 

7.49 7.75 8.17 8.09 8.11 8.48 8.99 9.05 9.25 9.57 9.36 8.98 8.44 
end 

regress c2 on 1 predictor cl; 

predict 48. 


The regression equation is 
C2 = 5.45 + 0.0970 C1 


Predictor Coef Stdev t-ratio P 
Constant 5.4475 0.1615 33.73 0.000 
C1 0.096989 0.007409 13.09 0.000 


0.4812 R-sq = 83.0% R-sq(adj) = 82.6% 
Analysis of Variance 


SOURCE DF 
Regression 1 
Error 35 
Total 36 


Unusual Observations 
Obs. cl C2 Fit Stdev.Fit Residual St.Resid 
1 1.0 6.7300 5.5445 0.1551 1.1855 2.60R 


R denotes an obs. with a large st. resid. 


Fit Stdev.Fit 95% C.I. 95% P.I. 
10.1030 0.2290 ( 9.6380,10.5679) ( 9.0209,11.1851) x 


X denotes a row with X values away from the center 


图 8-11 使 用 统计 软件 包 MINITAB 求 解 ARM 问题 
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X-t(CM1 指数 ) 


1(1986 年 5 月 以 后 的 月 ) 


图 8-12 对 于 ARM 问题 CM1 指数 随时 间 变 化 图 及 回归 直线 


最 后 我 们 完成 步 双 五， 我们 得 到 了 关于 CM1 指数 每 月 增长 大 约 0.097 点 的 
一 般 的 趋势 ， 这 个 数字 是 基于 最 后 三 年 的 历史 观测 得 到 的 . 基于 这 一 点 我 们 得 到 
1990 年 5 月 指数 的 估计 值 为 10. 11， 它 大 约 要 比 1989 年 5 月 高 出 1.1 个 点 , 于 
是 在 1990 年 贷款 者 应 估计 到 他 的 ARM 支出 还 要 增加 . 

这 里 最 重要 的 灵敏 性 分 析 问 题 是 X, 的 随机 波动 量 ， 我 们 假设 在 (30) 中 的 线 
性 回归 模型 中 e 服从 均值 为 零 的 正 态 分 布 ， 我们 的 回归 软件 包 基 于 这 些 资料 估计 
的 标准 差 cs<z0. 4812， 换 名 话说 ，si/0. 4812 HEM FREER. KA 95% 的 资料 
点 不 会 在 直线 (41) 士 26 之 外 ， 如 果 它 表示 了 将 来 波动 的 大 小 ， 则 我 们 有 95% 
信 度 期 望 Xe 应 介 于 10. 106+2s 之 间 ， 即 ， 有 

9.14 < Xas < 11.07. 
在 统计 软件 包 中 还 有 更 精细 的 方法 ， 它 考虑 包含 在 估计 值 EX4s 内 的 附加 的 不 
确定 性 . 这 个 方法 得 到 在 95% 的 置信 水 平 下 有 9.02 委 Xe 委 11.19. 参见 图 
8-11. 

下 面 我 们 考虑 模型 对 于 非 正常 的 资料 值 的 灵敏 性 .我 们 假设 线性 模型 由 (30) 
式 给 出 ， 多 数 时 间 随 机 误差 将 是 很 小 的 ， 但 是 仍然 存在 小 的 概率 使 得 有 误差 较 大 
的 数值 ， 于 是 我 们 的 资料 中 一 个 或 更 多 的 点 位 于 远离 回归 线 的 位 置 ， 需 要 考虑 我 
们 的 算法 对 于 这 样 的 ( 称 之 为 远离 点 的 ) 异 常 点 的 灵敏 性 . 

不 难看 到 ， 对 于 资料 集 CG, y), s Ghas ya) A E 2 K a E A 
G, y), 

i tee +t, 


n 


i= 
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yter E yn (42) 


y= 

在 我 们 的 模型 中 ， 有 一 19 和 y= 二 7.29.， 回归 的 程序 选择 了 通过 点 (19，7. 29) 的 
最 优 的 拟 合 直线 .因为 程序 的 实质 是 最 小 化 回归 线 和 资料 点 之 间 的 垂直 距离 ， 不 
管 其 他 资料 点 的 位 置 ， 一 个 远离 点 将 有 将 回归 线 拉 向 它 自己 的 趋势 ， 当 很 小 
时 ， 状 况 将 会 更 坏 ， 因 为 每 一 个 单个 的 资料 点 将 有 更 大 的 影响 ， 同 样 当 它 与 基础 
点 (t，y) 的 距离 加 大 时 也 会 更 坏 ， 因 为 越 是 远离 回归 线 影 响 就 越 大 . 

在 图 8-11 中 统计 软件 包 MINITAB 标明 资料 点 (1，6. 73) 作 为 非 正常 点 ， 如 
RRIK t=1 代入 回归 方程 ， 得 到 

yı 一 5.45 十 0.0970(1) = 5. 547. 

垂直 趾 离 或 剩余 量 y 一 y, 是 1. 18， 这 就 意味 着 这 个 资料 点 在 回归 线 上 大 约 2.6 个 
WEE. 为 了 确定 我 们 的 模型 对 远离 点 的 灵敏 性 ， 我 们 删 去 资料 点 (1，6. 73) 重 复 
回归 的 计算 图 8-13 显示 了 这 个 灵敏 性 分 析 的 结果 . 


set cl 

2:37 

end 

set c2 

6.27 5.93 5.77 5.72 5.80 5.87 5.78 5.96 6.03 6.50 7.00 

6.80 6.68 7.03 7.67 7.59 6.96 7.17 6.99 6.64 6.71 7.01 7.40 

7.49 7.75 8.17 8.09 8.11 8.48 8.99 9.05 9.25 9.57 9.36 8.98 8.44 
end 

regress c2 on 1 predictor cl; 

predict 48. 


The regression equation is 
C2 = 5.30 + 0.103 Cl 


Predictor Coef Stdev t-ratio P 
Constant 5.3045 0.1554 34.13 0.000 
C1 0.102634 0.007034 14.59 0.000 


0.4385 R-sq = 86.2% R-sq(adj) = 85.8% 
Analysis of Variance 
SOURCE F P 
Regression ` 212.88 0.000 
Error 


Total 


Fit Stdev.Fit 95% C.I. 95% P.I. 
10.2309 0.2134 ( 9.7972,10.6647) ( 9.2397,11.2221) X 


X denotes a row with X values away from the center 


E 8-13 使 用 统计 软件 包 MINITAB 对 ARM 问题 的 灵敏 性 分 析 
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新 的 回归 方程 是 
EX, = 5.30 +0. 103z 
R? =86.2%. WMA EX =10. 24，95% 的 预测 区 间 为 
9.24 < Xis < 11. 22. 
它 大 致 与 前 面相 同 ， 因 此 ， 结 论 是 我 们 的 模型 对 于 远离 点 不 是 十 分 敏感 . ; 
主要 的 稳健 性 来 源 于 我 们 的 线性 模型 (30) 的 选择 ， 更 一 般 的 ， 我 们 可 以 假设 
X, = fH +e, (43) 
其 中 Fo) 表示 一 年 期 的 美国 基金 债券 在 时 间 上 的 真实 价值 ， 同 时 s; 表示 市 场 的 波 
动 值 . 在 这 个 更 一 般 的 情形 下 线性 回归 模型 表示 了 f(z) 的 线性 近似 
fa) ~ath, (44) 
且 在 基础 点 (i，y) 近 似 度 很 高 ， 在 图 8-11 和 图 8-13  MINITAB 标明 = 48 的 
点 作为 远离 中 心 :=19 的 点 .对 于 1 科 雪 37 我们 有 资料 和 在 这 个 区 间 上 线性 关系 
的 强 有 力 的 证 据 (R? 二 83%)， 换 句 话 说 ， 线 性 近似 至 多 在 这 个 区 间 上 包含 有 一 个 
小 的 百分数 的 误差 . 然而 ， 当 我 们 从 这 个 区 间 移 出 时 ， 肯 定 会 增 大 这 个 线性 关系 
所 包含 的 误差 . 

我 们 的 线性 回归 模型 是 时 间 序 列 模型 的 简单 的 例子 .时 间 序 列 模型 是 随时 间 
变化 的 一 个 或 多 个 变量 的 随机 模型 ， 许 多 经 济 学 的 预报 可 以 用 时 间 序 列 模型 处 
FB. 更 复杂 的 时 间 序 列 模型 描述 了 几 个 变量 的 交互 作用 和 这 些 变量 的 随机 波动 的 
独立 性 .时间 序列 分 析 是 统计 学 的 一 个 分 支 ， 开 始 学 习 更 多 的 时 间 序 列 的 模型 可 
以 阅读 书籍 LBox 和 Jenkins, 1976]. 


8.4 习题 


1， 再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 ， 但 是 现在 假设 商店 的 策略 是 如 果 在 周末 存货 少 
于 两 个 水 族 箱 就 进 更 多 的 水 族 箱 . II 
将 进 足 够 的 货 使 得 水 族 箱 的 存货 总 数 恢 复 到 三 
(a) 计 算 在 给 定 的 一 一 周 内 对 于 水 族 第 的 需求 起 过 供给 的 概率 使 用 五 步 方 法 和 

稳定 状态 的 马尔 可 夫 链 模型 . 
(b) 对 于 需求 率 4 ERED OT. RAL A=0.75, 0.9, 1.0, 1.1 1.25 计算 
需求 超过 供给 的 稳定 状态 概率 ， 同 时 像 图 8-5 那样 以 图 的 形式 表示 出 来 . 
(OF 户 表 示 需 求 超过 供给 的 稳定 状态 概率 .使 用 (b) 的 结果 去 估计 SO, 1). 


2. 〈 需 用 计算 机 代数 系统 ) 再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 . 在 这 个 问题 中 我 们 将 探 


讨 需求 超过 供给 的 概率 p 对 需求 率 X 的 灵敏 性 . 

《a) 通 出 对 任意 的 4 的 状态 转移 的 流程 图 .表明 式 (11) 用 于 表示 这 个 问题 的 状 
态 转移 概率 的 矩阵 . 

(b) 写 出 类 似 于 (10) 的 方程 组 ， 它 是 用 于 对 一 般 的 4 求解 而 得 到 稳定 状态 的 分 
布 . 使 用 计算 机 代数 系统 求解 这 些 方程 . 
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6. 


(c) 使 用 (b) 的 结果 用 4 表示 p 的 公式 ， 绘 制 在 范围 O<MA<2 下 p 关于 4 的 
图 像 . 

(d) 使 用 计算 机 代数 系统 对 (Cc) 中 得 到 的 p 的 公式 求 导数 .计算 当 *= 二 1 时 精确 
的 灵敏 性 Sp, A). 


， 再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 ， 但 是 现在 假设 存货 的 策略 依赖 于 近期 的 销售 情 


况 ， 当 存货 降 到 有 零 的 时 候 ， 进 货 的 数量 等 于 2 加 上 过 去 的 一 周 销售 的 数量 . 
(a) 在 确定 需求 超过 供给 的 稳定 状态 概率 的 同时 ， 还 要 确定 再 次 供 货 单 的 平均 
大 小 .使 用 五 步 方 法 和 马尔 可 夫 链 模型 . 
(b) 现 在 假设 一 个 较 弱 的 需求 是 每 周平 均 两 个 顾客 的 泊 松 分 布 ， 重 复 (a) 的 
分 析 . 
再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 ， 但 是 现在 假设 如 果 在 周末 存货 少 于 两 个 水 族 箱 
就 进 三 个 新 的 水 族 箱 . 
(a) 确 定 在 任意 给 定 的 一 周 内 需求 超过 供给 的 概率 . 使 用 五 步 方 法 和 稳定 状态 
的 马尔 可 夫 链 模型 . 
(b) 使 用 (a) 中 的 稳定 状态 概率 计算 在 这 个 存货 的 策略 下 每 周 销售 的 水 族 箱 的 
期 望 数值 . 
(c) 对 于 例题 8. 1 的 进货 策略 重复 (b) 的 计算 . 
(d) 假 设 商 店 每 出 售 一 个 20 加 仑 的 水 族 箱 获得 利润 $ 5， 实行 新 的 存货 策略 商 
店 会 获 利 多 少 ? 
我 们 考虑 股票 市 场 ， 有 三 种 状态 : 1. AH. 2. RAT. 3. HEH. ADE 
上 看 ， 当 市 场 分 别处 于 状态 1、2 和 3 时 ,一 类 合作 基金 的 年 收益 分 别 是 
一 3%、28% 和 10%， 假 设 状态 转移 概率 和 矩阵 
0.90 0.02 0.08 
P= |0.05 0.85 四 
0.05 0.05 0.90 
应 用 于 股票 市 场 每 周 的 状态 转换 . 
(a) 确 定 市 场 的 稳定 状态 分 布 . 
(b) 假 设 将 $10 000 投资 于 这 个 基金 10 年 ， 确 定期 望 的 总 利润 .状态 转移 的 
顺序 会 不 会 发 生 什么 变化 ? 
(co) 在 最 坏 的 情形 下 ， 每 个 状态 持续 的 期 望 时 间 比 例 分 别 是 40%. 20% 和 
40%， 对 (b) 的 答案 有 什么 影响 ? 
(d) 在 最 好 的 情形 下 ， 每 个 状态 持续 的 期 望 时 间 比 例 分 别 是 10%、70% 和 
20%. 对 (b) 的 答案 有 什么 影响 ? 
(e) 这 个 合作 基金 是 否 比 当前 利率 大 约 为 8%% 的 货币 市 场 基 金 提供 了 较 好 的 投 
资 的 机 会 ? 考虑 到 货币 市 场 基金 具有 较 低 的 风险 . 
这 个 习题 叙述 了 马尔 可 夫 过 程 模 型 的 两 个 公式 的 等 价 性 . 
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(a) 假 设 Ta 9 Tin FE TH WAY BL OS 同时 T; 服 从 比率 参数 Qs = pid; 的 
指数 分 布 ， 假设 之 六 =1 MAO. TE 
T; = min(Ti ots Tn) 


服从 速率 参数 为 4; 的 指数 分 布 . ER: RPA 20 使 用 事实 
Pr{T; > x) = Pr{Ta > xs, Tam > x} ] 
Cb) m=2, W T,=min(T,, Ta), 证明 Pr(T;=Ta}=pa. [提示 : 使 用 
事实 
Pri T; = Ta} = Pr{T > Ta} 


= | PrfTs > x} fa (Ddr, 


其 中 方 (z) 是 随机 变量 Ta 的 概率 密度 函数 . ] 
(0) 使 用 (a) 和 (b) 的 结果 证 明 在 一 般 的 情形 下 Pri T,=T,} = py. 


， 再 次 考虑 例 8. 3 的 铲 车 问题 ， 但 是 现在 假设 当 两 辆 或 更 多 的 铲 车 需要 修理 时 


第 二 个 技工 将 被 召 来 . 

(a) 使 用 五 步 方法 和 马尔 可 夫 过 程 模型 确定 需要 修理 的 铲 车 的 数量 的 稳定 状态 
分 布 . 

(b) 使 用 (a) 的 结果 计算 在 修理 厂 的 铲 车 的 稳定 状态 的 期 望 数 量 ， 第 一 个 技工 
繁忙 的 概率 ， 和 第 二 个 技工 被 召 来 的 概率 ， 将 你 的 答案 与 例 8. 3 中 关于 一 
个 技工 的 结论 进行 比较 . 

(c) 第 二 个 技工 的 费用 是 每 天 $250， 同 时 技工 是 每 天 按 工作 付 钱 ， 在 铲 车 积 
压 ( 两 量 或 更 多 ) 的 情况 下 ， 另 一 个 选择 是 为 顾客 租 一 辆 铲 车 为 代用 品 ， 他 
的 铲 车 仍然 等 待 修理 ， 这 时 每 辆 车 每 周 的 费用 是 $125， 这 两 个 方案 哪 一 
个 更 合算 ? 

(d) 关 于 在 铲 车 积压 的 期 间 内 召 来 第 二 个 技工 的 实际 花费 有 一 些 不 涌 定性 ， 第 
二 个 技工 每 天 最 小 的 费用 是 多 少 ， 这 个 费用 可 以 租用 一 台 较 好 的 代用 的 
铲 车 . 


有 五 个 地 点 由 无 线 电 相互 联系 .无线 电 的 联系 有 20% 的 时 间 是 激活 的 ， 存 其 


余 的 80% 的 时 间 无 线 电 不 再 活动 . 主要 的 地 点 送出 无 线 电信 息 平均 30 秒 ， 同 

时 其 他 的 四 个 地 点 发 送信 息 平均 长 度 为 10 秒 ， 所 有 的 无 线 电 信息 的 一 半 是 瞄 

准 主要 的 地 点 ， 其 余 的 部 分 等 分 给 另外 的 四 个 地 点 . 

(a) 对 于 每 个 地 点 确定 这 个 场所 在 任何 给 定 的 时 间 都 发 送信 息 的 稳定 状态 概 
率 ， 使 用 五 步 方 法 ， 和 马尔 可 夫 过 程 模 型 . 

Cb) 监测 站 对 这 个 网 络 的 无 线 电 发 射 每 五 分 钟 抽 一 次 样 。 平均 需 要 多 长 时 间 监 
测 器 才能 发 现 从 一 个 特定 的 地 点 发 出 的 信息 . 

(c) 如 果 在 监测 器 昕 到 后 信号 至 少 延 续 3 秒 钟 监测 器 才能 够 识别 无 线 电 信号 的 
来 源 ， 要 多 长 时 间 监 测 器 才能 确定 一 个 特定 地 点 的 位 置 . 
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(d) 进 行 灵敏 性 分 析 去 了 解 (c) 的 结果 如 何 受 无 线 电 的 百 分 利 用 率 ( 当 前 为 
20%) 的 影响 . 

汽油 加 油 站 有 两 个 油泵 ， 每 一 个 可 以 间 时 服务 两 辆 汽车 如果 两 个 泵 是 繁忙 

的 ， 汽 车 将 排 成 一 队 等 待 加 油 。 因 为 加 油 站 之 间 的 竞争 ， 可 以 认为 顾客 一 旦 

遇 到 这 个 站 排 着 长 队 等 待 加 油 时 ， 他 将 选择 去 另 一 个 加 油 站 . 

(a) 组 建 模 型 ， 预 报 等 待 队伍 的 稳定 状态 概率 和 期 望 的 队长 ， 使 用 五 步 方法 和 
马尔 可 夫 过 程 模型 ， 需要 给 出 某 些 关 于 顾客 的 需求 ， 服 务 时 间 ， 和 终止 等 
候 ( 拒 绝 排队 ?的 附加 的 假设 . 

(b) 使 用 (a) 的 模型 去 估计 由 于 蜂 客 终止 等 候 而 丧失 的 潜在 的 生意 的 比例 ， 考 
虑 顾客 需求 的 可 能 水 平 的 范围 . 

《c) 根 据 加 油 站 经 理 获得 的 资料 来 判断 顾客 的 需求 水 平 ( 洪 在 的 销售 量 ) 的 最 容 
易 的 方式 是 什么 ? 

(d) 在 什么 情况 下 你 应 该 建议 加 油 站 再 购 进 一 台 油泵 ? 


10. 一 类 单 细胞 的 生物 通过 细胞 分 裂 繁殖 ， 产 生 两 个 子 代 ， 在 细胞 分 裂 前 的 平均 


寿命 是 一 小 时 ， 同 时 每 个 细胞 在 它 繁殖 之 前 有 10% 的 机 会 死亡 . 

(a) 构 造 描述 种 群 大 小 随时 间 的 变化 的 模型 ， 使 用 马尔 可 夫 过 程 ， 同 时 画 出 
流程 图 . 

(b) 用 通俗 的 语言 描述 你 对 这 个 种 群 变化 的 推测 . 

Cc) 将 稳定 状态 的 结果 应 用 于 这 个 模型 的 问题 是 什么 ? 


. K 8-2 给 出 了 亚洲 10 个 最 贫困 的 国家 1982 年 的 人 均 美元 的 收入 和 每 平方 英 


里 人 口 的 密度 (资料 来 源 : [Wbster’s New World Atlas, 1988]). 
表 8-2 10 个 最 贫困 的 亚洲 国家 和 的 人 均 收入 和 人 口 密 度 


国家 1984 年 人 均 收 入 $ 人 口 密度 (人 数 /平方 英里 ) 
尼泊尔 168 290 
柬埔寨 117 101 
孟加拉 国 122 1740 
缅甸 171 139 
阿富汗 172 71 
不 丹 142 76 
越南 188 458 
中 国 267 284 
印度 252 578 
老挝 325 45 


(a) 这 个 资料 是 否 支 持 如 下 的 命题 ,国家 的 富裕 是 与 人 口 的 密度 有 关 ? 使 用 
线性 回归 得 到 公式 ， 以 人 口 密度 的 线性 函数 来 预报 人 均 收 入 . 
(b) 在 人 均 收 入 总 变化 中 的 多 大 百分率 能 够 贡献 于 人 口 密度 的 变化 . 
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12. 


13. 


《c) 如 果 我 们 去 掉 每 平方 英里 高 于 千 人 的 国家 (和 孟加拉 国 ) 对 (a) 和 (b) 的 答案 
有 什么 影响 ? 

(d) 基 于 你 的 回归 模型 ， 如 果 设 法 使 一 个 国家 的 人 口 减少 25%， 估计 这 个 国 
家 的 公民 可 能 得 到 的 收益 . 

再 次 考虑 习题 11(a) ,但 是 是 通过 手 算 求解 这 个 最 优化 问题 ， 令 1; 表示 国家 

i AO WBE, y 为 人 均 收 入 ， 对 于 备 选 的 回归 直线 

yy 一 4 十 此 

拟 合 的 优 度 由 课文 的 (33) 式 给 出 结合 资料 点 (1;，yi) 计 算 函 数 Fla, b). 

这 时 通过 对 所 有 的 (a,5) 最 小 化 F(a，6) 就 可 以 得 到 最 佳 的 拟 合 直 线 . 

再 次 考虑 例 8. 5 的 ARM 问题 . 假设 仅仅 知道 1986 年 6 月 到 1988 年 6 月 这 

一 期 间 的 数据 资料 ， 同 时 我 们 试图 预报 1989 年 CM1 指数 的 值 . 

(a) 使 用 计算 机 或 能 做 线性 回归 的 计算 器 得 到 对 这 分 资料 的 回归 直线 . 

(b) 根 据 (a) 的 回归 模型 预报 1989 年 5 月 CM1 指数 的 值 . 

《c) 对 于 (a) 的 模型 ，R? 的 数值 是 什么 ?你 如 何 解释 这 个 数值 ? 

(d)-5 1989 年 CM1 指数 的 实际 数值 相 比较 . 预报 值 接近 的 情况 如 何 ? 它 是 
否 在 两 倍 标 准 差 之 内 ? 


.重复 习题 13， 但 是 使 用 表 8-1 中 的 TB3 指数 . 
.再 次 考虑 例 8. 5 的 ARM 问题 .使 用 多 重 回归 的 计算 机 程序 通过 拟 合 二 次 多 


项 式 预报 CM 的 发 展 趋势 ， 当 你 把 时 间 指 标 c= 1, 2, 3, A — 3 
CM1 资料 输入 另 一 列 之 后 ， 准 备 另外 的 一 个 资料 列 包含 时 间 指 标的 二 次 方 
让 二 1，4，9，…。 多 元 回归 将 给 出 最 佳 拟 合 的 二 次 多 项 式 
CMI =a+&+a’, 
同时 RR? 可 以 和 前 面 一 样 地 被 解释 ， 这 个 技术 被 称 为 多 项 式 最 小 二 乘法 . 
(a) 使 用 能 做 多 元 线性 回归 的 计算 器 得 到 以 1 的 二 次 函数 预报 CM1 指数 的 
公式 . 
(b) 使 用 (a) 得 到 的 公式 预报 1990 年 5 月 CM1 指数 的 期 望 值 . 
(c)CM1 指数 总 变化 的 百 分 之 多 少 能 够 由 使 用 的 这 个 模型 来 说 明 . 
(d) 将 这 个 多 元 回归 模型 的 R 值 与 8. 3 节 所 做 的 进行 比较 . 哪 一 个 模型 给 出 
了 最 优 的 拟 合 . 


(习题 3. 2 的 响应 时 间 公 式 ) 一 个 郊区 的 社区 打算 更 新 消防 队 的 设备 ， 作 为 计 


划 过 程 的 一 部 分 ， 在 前 一 个 季度 收集 了 响应 时 间 的 数据 资料 ， 平 均 要 用 3. 2 

分 钟 派 中 消防 队员 .这 个 派遣 时 间 变 化 很 小 ， 消 防 队 员 到 达 火 灾 现 场 的 时 间 

(行车 时 间 ) 变 化 很 大 ， 它 依赖 于 火灾 现场 的 距离 ， 行 车 时 间 的 数据 列 于 表 8-3 

(a) 使 用 线性 回归 得 到 用 行车 距离 的 线性 函数 预报 行车 时 间 的 公式 ， 然 后 确 
定 全 部 响应 时 间 ( 包 括 派 遣 时 间 ) 的 公式 . 

(b) 行 车 时 间 全 部 变化 的 多 大 百分率 可 以 由 (a) 中 得 到 的 公式 解释 ? 
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(c) 画 出 关于 表 8-3 所 列 的 资料 行车 时 间 与 距离 的 散 点 图 ， 这 些 资料 点 是 否 
显示 出 一 条 直线 的 趋势 ? 

(d) 在 (c) 中 得 到 的 图 上 画 出 (a) 中 得 到 的 回归 直线 ， 这 条 直线 是 否 是 资料 的 
好 的 预报 者 ? 


表 8-3 关于 设备 位 置 问题 的 响应 时 间 资 料 


17. 


距离 (英里 ) 行车 时 间 ( 分 ) 距离 (英里 ) 行车 时 间 ( 分 ) 

1 2. 62 3.19 4. 26 
3 8. 4.11 7. 00 
5 6. 3. 09 5.49 
3 3. 4. 96 7. 64 
4 6. 1. 64 3. 09 
L 2. 3. 23 3. 88 
2 5. 3. 07 5. 49 
1 L 4. 26 6. 82 
0 1. 4. 40 5. 53 
2 4, 2. 42 4, 30 
1 2. 2. 96 3. 55 
1 3. 


(习题 16 的 继续 ?得 到 行车 时 间 4 与 距离 x 的 关系 的 另 一 个 方式 是 使 用 指数 
应 为 寡 函 数 一 译 者 ) 模 型 .假设 d Mr 之 间 的 关系 有 形式 d= 二 ax*.， 两 端 取 对 
数 得 到 

Ind = Ina +b lnr. 

则 在 这 个 线性 方程 中 可 以 应 用 线性 回归 估计 参数 lna Mb. 

(a) FER 8-3 中 对 行车 时 间 d 和 距离 > 两 者 取 对 数 作 数 据 变换 .绘制 In d 对 
ln 7 的 散 点 图 ， 这 个 图 是 否 提 示 了 Ind 和 ln > 之 间 的 线性 关系 ? 

(b) 使 用 线性 回归 得 出 用 ln r 的 线性 函数 预报 Ind 的 公式 ， 然 后， 确定 全 部 
响应 时 间 ( 包 括 派 遗 时间) 作为 到 火灾 现场 的 距离 > 的 函数 的 公式 ， 将 其 
与 例 3. 2 的 公式 进行 比较 . 

(c) 对 于 (b) 中 你 的 回归 模型 R 的 值 是 什么 ”你 如 何 解 释 这 个 数 ? 

6d) 画 出 行车 时 间 d 和 距离 7 的 散 点 图 ， 同 时 大 致 描绘 在 (b) 中 得 到 的 d 作为 
r 的 函数 的 草图 ， 这 个 指数 模型 是 否 对 这 个 资料 给 出 了 更 好 的 拟 合 ? 

(e) 将 (c) 和 (Cd) 中 得 到 的 结果 与 习题 16 的 结果 做 比较 ， 哪 一 个 模型 对 资料 给 
出 了 更 好 的 拟 合 ? 验证 你 的 答案 . 
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第 9 章 概率 模型 的 模拟 


最 优化 问题 的 计算 方法 是 重要 的 ， 因 为 许多 最 优化 的 问题 非常 难于 解析 地 解 
出 来 ， 对 于 动态 模型 ， 通 常人 们 能 够 解析 地 确定 稳定 状态 的 行为 ， 但 是 ， 关 于 瞬 
时 (时 变 的 ) 行 为 的 研究 就 需要 计算 机 模拟 ， 概 率 模型 更 加 复杂 . 不 具有 时 间 动 态 
特性 的 模型 有 时 能 够 解析 地 求解 出 来 ， 同 时 对 于 简单 的 随机 模型 稳定 状态 的 结果 
是 可 用 的 ， 但 是 对 于 许多 情况 ， 概 率 模 型 是 用 模拟 的 办 法 解 出 的 ， 这 一 章 我 们 将 
讨论 概率 模型 中 某 些 最 通常 使 用 的 模拟 方法 . 


9. 1 蒙特 卡 罗 模 拟 


随机 过 程 中 包含 有 了 瞬时 的 或 时 变 的 行为 的 问题 是 很 难 解 析 地 解 出 的 .蒙特 卡 罗 
模拟 是 有 效 地 解决 这 一 类 问题 的 一 般 的 建 模 技术 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 软件 开发 是 耗 时 间 
的 ， 为 了 提高 精确 度 需 要 多 次 模拟 ， 灵 敏 性 分 析 可 能 变 得 出 奇 的 费时 间 . 尽管 如 
此 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 模型 仍然 享有 非常 广泛 的 声誉 . 模型 很 直观 且 易 于 解释 ， 同 时 也 
是 对 许多 复杂 的 随机 系统 进行 建 模 的 仅 有 的 方法 .蒙特 卡 罗 模 拟 模型 的 随机 行为 . 
它 是 基于 诸如 抛 硬币 或 掷 仍 子 这 类 简单 的 随机 化 处 理 的 办 法 ， 但 通常 使 用 了 计算 机 
的 伪 随 机 数 发 生 器 .由 于 包含 有 随机 元 素 ， 模 型 的 每 次 重复 将 产生 不 同 的 结果 . 

例 9.1 你 的 假期 来 到 了 ， 但 当地 的 气象 预报 告诉 你 这 一 周 每 天 有 50%% 的 可 
能 下 十 .连续 三 天 下 十 的 可 能 性 有 多 大 ? 

我 们 将 使 用 五 步 方 法 . 第 一 步 是 提出 问题 ， 在 这 个 过 程 中 我 们 选 定 一 些 重要 
的 量 为 变量 ， 同 时 明确 我 们 关于 这 些 变量 的 假设 ， 步 又 一 的 结果 列 于 图 9-1. 


变量 
x={° 第 :天 没 下 雨 
1 在 第 上 天 下 雨 
假设 : 
Xis X2, e, X, 是 独立 的 
Pr{X,=0}=Pr{X,=1}=1/2 
目标 : 确定 对 于 =l, 2, 3, 485, X5 Xai = Xa: =1 的 概率 


图 9-1 雨天 问题 的 步骤 一 的 结果 


步骤 二 是 选择 建 模 的 方法 ， 我 们 将 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 的 方法 . 

蒙特 卡 罗 模 拟 是 可 以 应 用 于 任何 概率 模型 的 技术 ， 一 个 概率 模型 包含 有 若干 
随机 变量 同时 需要 明确 每 一 个 随机 变量 的 概率 分 布 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 使 用 随机 化 的 
设备 按照 它们 的 概率 分 布 给 出 每 个 随机 变量 的 值 ， 因 为 模拟 的 结果 依赖 于 随机 因 
素 ， 接 连 重 复 同 样 的 模拟 将 会 产生 不 同 的 结果 ， 通常， 一 个 蒙特 卡 罗 模 拟 将 被 重 
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复 若 干 次 以 便于 确定 平均 数 或 期 望 的 结果 . 
蒙特 卡 罗 模 拟 通常 被 用 于 估计 系统 的 性 能 的 一 个 或 多 个 系统 表现 的 度量 值 
(MOPs). 重复 的 模拟 可 以 被 看 作 是 独立 的 随机 试验 ， 现 在 让 我 们 考虑 仅仅 有 一 
个 模拟 参数 Y 被 检验 的 情况 . 重复 模拟 的 结果 得 到 Yi，Y,，…，Y,， 这 些 都 可 
以 看 作 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 它 们 的 分 布 是 未 知 的 .根据 强大 数 定律 我 们 知 

道 ， 当 n->oo 时 
Yit tY, 


n 


EY (1) 


uh, RITER Y» Yo. e, Y, 的 平均 数 来 估计 Y 的 真实 的 期 望 值 ， 令 
S, =Y, tee +Y,, 
FA PU AR BR EE BEAT A, 5 n EKAT 
(S, — ny) 
on 
近似 于 标准 正 态 分 布 ， 其 中 yy 一 EY, d =VY. 在 大 多 数 情 形 下 ， 当 "之 10 时 ， 
正 态 近似 得 相当 好 .即使 我 们 不 知道 六 或 c， 中 心 极限 定理 仍然 给 予 我 们 一 些 重 
要 的 认识 .观测 的 平均 S,/n 与 真实 的 均值 1 二 EY 之 差 
S, go (Sam 
n o Al an |: 

于 是 ， 我 们 能 够 期 望 观测 平均 趋 于 零 的 变化 的 速度 与 1/Vna 一 样 快 . 换 句 话说 ， 
要 使 EY 的 精确 度 增加 一 位 小 数 就 需要 重复 多 模拟 100 次 之 多 . 更 精细 的 统计 分 
析 是 可 能 的 ， 但 是 现在 基本 的 想法 是 清楚 的 . 如 果 我 们 要 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 我 
们 必须 要 满足 于 平均 性 质 的 相当 粗放 的 估计 . 

作为 一 个 实际 的 问题 ， 有 许多 可 能 引起 误差 和 建 模 问题 中 的 变化 ， 由 蒙特 卡 
罗 模 拟 产生 的 额外 的 变化 并 不 特别 严重 ， 明 智 地 应 用 灵敏 性 分 析 完 全 可 以 保证 模 
拟 结果 的 适当 使 用 . 

转 到 第 三 步 ， 现 在 我 们 需要 组 建 模型 ， 图 9-2 给 出 了 我 们 的 假期 问题 的 蒙特 
卡 罗 模 拟 的 算法 ， 与 第 3 章 一 样 ， 记 法 Random{S} 表 示 从 集合 S 中 随机 地 选择 
一 个 点 .在 我 们 的 模拟 中 ， 每 一 天 的 天 气 将 使 用 区 间 [0，1] 中 的 随机 数 表示 .如 
果 这 个 数 选 出 来 是 小 于 p 的 ,我们 假设 这 是 一 个 雨天 . 和 否则， 就 是 一 个 晴天 . 
W, p 就 是 任何 一 天 下 雨 的 概率 ， 变量 C 简单 地 记 数 了 连续 雨天 的 天 数 . 图 9-3 
显示 了 稍 作 修改 的 算法 . 修改 的 部 分 是 将 蒙特 卡 罗 模 拟 重 复 进行 n 次 同时 记 数 了 
下 十 周 的 数目 ( 即 ， 连 续 下 三 天 雨 的 那些 周 的 数目 )， 记 号 

Y < Rainy Day Simulation(p) 

表示 我 们 运行 图 9-2 的 雨天 模拟 算法 ， 当 输入 参数 为 p 时 得 到 的 输出 变量 Y. 


(2) 


RIF 概 幸 模型 的 模拟 
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算法 : 
变量 : 


输入 : 
we: 


输出 : 


雨天 模拟 


二 一 个 雨天 的 概率 

1， 在 第 上 天 下 雨 

0， 第 上 天 不 下 雨 

y= 
0， 二 3 个 连续 的 南天 


x= | 


C<-0 
for t=1 to7 do 
Begin 
if Random{[0, 1]}<(p then 
X()=1 
else 
X(t) =0 
if XC) =1 then 
C-C+1 
else 
C<-0 
if C23 then Y1 
End 
End 
Y 


图 9-2 雨天 问题 的 蒙特 卡 罗 模 拟 的 伪 代 码 


算法 : 
变量 : 


输入 : 
we: 


输出 : 


重复 雨天 模拟 

2 一 一 个 雨天 的 概率 
?一 模拟 的 周 数 
S= 下 雨 周 的 数目 
pon 


Begin 
S<-0 
for k=1 to n do 


Begin 


Y «Rainy Day Simulation( p) 


S<S+Y 
End 
S 


雨天 问题 中 重复 进行 蒙特 卡 罗 模 拟 以 确定 平均 特征 的 伪 代 码 
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步骤 四 是 求解 问题 ， 我 们 在 计算 机 上 运行 图 9-3 所 示 的 算法 ， 令 参数 p= 
0.5, n=100. 模拟 的 结果 是 100 次 中 有 43 个 下 雨 的 周 ， 在 这 个 基础 上 我 们 估计 
出 现下 十 周 的 机 会 是 43%. 可 以 做 若干 次 模拟 以 确认 这 个 结果 .在 每 一 次 模拟 
中 结果 大 约 是 每 100 次 有 40 个 下 雨 周 ， 给 出 以 50% 来 估计 下 十 的 可 能 时 误差 的 
大 小 ， 这 大 约 就 是 这 个 问题 中 我 们 所 需要 的 精确 度 ， 关 于 我 们 的 模拟 结果 对 随机 
因子 的 灵敏 性 的 更 多 的 细节 将 在 稍 后 我 们 进行 灵敏 性 分 析 时 再 讨论 . 

最 后 进行 步骤 五 .你 的 假期 来 了 ， 但 是 你 发 现 当 地 的 气象 台 预 报 一 周 内 每 天 
有 50% 的 可 能 下 南 ， 模拟 结果 显示 ， 如 果 这 个 预报 是 正确 的 ， 则 这 里 只 有 40 
的 可 能 在 这 一 周 将 至 少 连续 三 天 下 雨 . 这 个 结果 应 用 于 晴天 和 雨天 的 结果 是 一 样 
的 ， 于 是 最 后 可 以 稍微 乐观 地 注意 到 ， 让 我 们 指出 这 一 周 每 天 有 50% 的 机 会 是 
上 晴天， 同时 有 40% 的 机 会 有 至 少 三 个 连续 的 晴天 . 享用 你 的 假期 吧 ! 

我 们 将 通过 检验 模拟 结果 对 于 随机 因素 的 灵敏 性 来 开始 我 们 的 灵敏 性 分 析 . 
每 个 模型 运行 模拟 了 n=100 次 假期 周 同时 记 下 了 下 雨 周 的 数目 ， 使 用 步骤 二 的 术 
语 ， 我 们 的 系统 性 能 的 度量 值 (MOP) 是 Y， 其 中 Y=1 意味 着 一 个 下 雨 周 ，Y= 二 0 表 
示 相 反 的 方面 ， 我 们 的 模型 模拟 了 n= 100 个 独立 的 随机 变量 Y，Y;，…，Y,, È 
们 都 有 与 Y 相同 的 分 布 ， 这 里 Y =1 表明 第 有 周 是 下 雨 周 ，Y; 二 0 则 表示 相反 .我 
们 的 模型 输出 了 随机 变量 S, =Y, HY 十 … 十 Y,， 它 表示 下 雨 周 的 数目 . > 

q = PrlY = 1} (3) 
表示 下 雨 周 的 概率 .不 难 算出 
x= EY=4g 
o = VY = q(1—q). 
运行 第 一 个 模型 得 到 S,= 43. 以 此 为 基础 ， 我 们 可 以 使 用 强大 数 定 律 (1) 去 估计 


(4) 


q = EY ~ Č = 0.43. (5) 


这 个 估计 值 有 多 好 呢 ? 使 用 中 心 极限 定理 ， 从 (2) 式 可 知 S,/n 与 jy 二 g 之 差 不 太 


可 能 大 于 2o/Yn， 因 为 有 95% 的 把 握 确信 标准 正 态 随机 变量 的 绝对 值 小 于 2， 使 
用 式 (4) 和 式 (5)， 我 们 能 够 得 到 式 (5) 中 的 估计 值 应 在 9 的 真实 值 的 


/<0. 43) (0. 57) 
的 范围 之 内 . 


更 加 初等 的 方式 去 研究 我 们 的 模拟 结果 对 于 随机 因素 的 灵敏 性 是 比较 我 们 的 
模型 多 次 运行 的 结果 . 图 9-4 给 出 了 运行 40 次 模型 的 结果 ， 每 一 次 模拟 100 个 
假期 周 ， 所 有 这 些 结果 得 到 了 估计 值 Su/zs*0.4， 同 时 没有 结果 落 在 区 间 0. 4 士 
0. 1 之 外 .同时 可 以 看 到 S, 的 分 布 近似 于 正 态 的 . 

我 们 同样 能 够 检验 我 们 的 模拟 结果 对 于 预报 的 50% 下 雨 的 可 能 性 的 灵敏 性 . 
图 9-5 给 出 了 对 于 每 天 降雨 的 概率 p=0.3, 0.4, 0.5, 0.6 和 0.7 的 每 一 种 情况 
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38 40 
100 次 运行 中 下 雨 周 的 数 自 
图 9-4 对 于 下 雨天 的 问题 表示 100 次 运行 中 下 雨 周 的 数目 的 分 布 的 直方 图 


运行 10 次 模型 的 结果 . 图 中 显示 了 平均 结果 (下 雨 周 的 百分率 ) ， 坚 短线 表示 在 
每 种 情形 下 结果 的 范围 ， 对 于 每 天 降雨 概率 为 40% 时 一 周 内 至 少 连 续 三 天 下 雨 的 
概率 大 约 是 20%， 等 等 。 当 连续 三 天 下 雨 的 概率 变化 相当 小 的 时 候 ， 似 乎 可 以 放 
心地 说 如 果 每 天 下 雨 的 可 能 性 适中 时 ， 一周 内 连续 三 个 雨天 的 可 能 性 也 会 是 如 此 . 

稳健 性 如 何 ? 我 们 将 检验 在 构造 模型 时 所 作 的 严格 的 假设 .在 步骤 一 我 们 假 
设 指标 变量 Xi s X 是 独立 同 分 布 的 ， 换 名 话说 ， 每 一 天 降雨 的 可 能 是 相同 
的 ， 同 时 一 天 的 天 气 是 独立 于 任何 另外 一 天 的 天 气 . 现 假设 Pr{X, 王 1} 随 着 上 而 
变化 ， 我 们 仍然 保持 独立 性 的 假设 ， 可 以 使 用 我 们 的 灵敏 性 分 析 的 结果 得 到 连续 
三 个 雨天 的 概率 的 上 界 和 下 界 ， 理 由 是 这 个 概率 应 该 是 随 着 任何 的 Pr{X, 二 1) 的 
增加 而 单调 增加 的 . 提高 的 第 :天 的 降雨 的 可 能 性 就 意味 着 提高 了 连续 三 天 雨天 
的 概率 . 于是， 如果 全 部 Pr{X, 一 1) 都 在 0.4 和 0.6 之 间 (40% 到 60% 的 降雨 的 
可 能 性 )， 三 天 降雨 的 概率 就 在 0.2 和 0.6 之 间 . 我 们 的 模型 关于 这 一 点 是 相当 
稳健 的 ， 部 分 原因 在 于 我 们 没有 要 求 非常 精确 的 答案 . 

现在 假设 {X,} 是 不 独立 的 . 例如， 我 们 可 以 将 {X,} 看 作为 状态 空间 {0，1}) 
上 的 马尔 可 夫 链 .这 就 意味 着 今天 下 雨 的 可 能 性 依赖 于 昨天 的 天 气 情况 ， 当 地 的 
天 气 预报 很 少 包含 对 组 建 这 样 的 模型 有 用 的 信息 ， 特 别 是 状态 转移 的 概率 ， 然 
而 ， 我 们 不 可 以 推测 ， 同 时 使 用 灵敏 性 分 析 证 明 我 们 关于 独立 性 假设 是 合理 的 . 
我 们 这 里 问 的 这 一 类 问题 是 使 用 稳定 状态 分 析 所 不 能 回答 的 ， 因 为 它 牵涉 到 随机 
过 程 的 时 变 或 瞬时 特性 的 问题 ， 这样 的 问题 通常 是 很 难 解析 地 处 理 的 ， 甚 至 用 高 
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Pr (FA) 


二 二 
30% 40% 50% 60% 70% 
一 天 下 雨 的 可 能 


图 9-5 对 于 下 雨天 的 问题 下 雨 周 的 概率 与 一 天 下 十 的 可 能 性 的 关系 


技术 分 析 都 是 困难 的 。 这 就 是 蒙特 卡 罗 模 拟 被 如 此 广泛 地 应 用 的 原因 之 一 . 
9.2 马尔 可 夫 性 质 


如 果 一 个 随机 过 程 当 前 的 状态 所 包含 的 信息 包括 确定 将 来 的 状态 的 概率 分 布 
所 需要 的 全 部 信息 ， 则 称 该 过 程 具有 马尔 可 夫 性 .马尔 可 夫 链 和 马尔 可 夫 过 程 在 
第 8 章 作 了 介绍 ， 它们 都 具有 马尔 可 夫 性 质 ， 随 机 过 程 的 蒙特 卡 罗 模 拟 在 马尔 可 
夫 性 质 面前 非常 简单 ， 因 为 它 减少 了 需要 存储 于 计算 机 内 的 信息 的 数量 . 

例 9.2 我 们 再 次 考虑 例 4. 3 的 太空 船 对 接 问题 ， 现 在 要 考虑 到 随机 因素 . 
我 们 的 基本 假设 被 总 结 在 图 4-7 中 ， 与 前 面 一 样 ， 目 标 是 确定 我 们 的 控制 程序 以 
成 功 地 匹配 速度 . 

将 使 用 五 步 方法 .我 们 的 出 发 点 是 图 4-7， 但 是 必须 同样 给 出 关于 变量 a, 
Cm 和 的 假设 .理想 地 说 我 们 需要 进行 实验 并 收集 关于 宇航 员 的 响应 时 间 和 阅 
读 或 操作 控制 器 所 需要 的 时 间 等 因素 的 数据 资料 ， 在 没有 这 些 资料 时 我 们 应 致力 
于 作 一 些 合理 的 与 已 知 的 类 似 情 形 相 一 致 的 假设 . 

表示 最 具 不 确定 性 的 随机 变量 ( 即 最 大 的 方差 ) 是 c,， 用 于 控制 调整 的 时 间 . 
这 个 变量 表示 用 于 观测 接近 的 速度 ， 计 算 加 速 调 整 和 完成 调整 的 时 间 ， 我 们 将 假 
设 需 要 大 约 1 秒 去 观测 接近 的 速度 ，2 秒 去 计算 调整 ，2 秒 进行 调整 ， 完 成 每 个 
阶段 的 实际 时 间 是 随机 的 . 令 R, 表示 读 出 接近 速度 的 时 间 ，S, 表示 计算 调整 的 
时 间 ，T, 表示 进行 调整 的 时 间 ， 则 ER, =1 8, ES, SET, =2 秒 ， 关 于 三 个 随 
机 变量 的 分 布 我 们 需要 做 一 个 合理 的 假设 .一 个 似乎 合理 的 假设 是 它们 都 是 非 负 
的 ， 相 互 独立 的 ， 同 时 结果 最 有 可 能 接近 于 平均 数 . 这 里 有 各 种 各 样 的 (无 穷 
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多 1) 分 布 适合 于 这 个 一 般 的 描述 ， 到 现在 为 止 我 们 没有 特殊 的 理由 对 一 个 的 偏爱 
超过 另 一 个 .。 因此， 现在 我 们 将 不 指定 确切 的 分 布 ， 我 们 的 随机 变量 之 一 是 c, = 
R, 十 S; 十 T,。 男 一 些 是 在 下 一 次 控制 调整 之 前 的 等 待 时 间 w,， 和 这 次 调整 之 后 
的 加 速度 a,， 我 们 将 假设 an, =~ ku, ten, HP 6, 是 一 个 (小 的 ) 随 机 误差 . 我们 
将 假设 e, 服从 零 均值 的 正 态 分 布 ，e, 的 方差 依赖 于 操作 人 员 的 熟练 程度 和 控制 
机 械 的 灵敏 程度 ， 我 们 将 假设 一 般 能 够 达到 大 约 土 0.05 米 / 秒 * 的 精确 度 ， 于 是 
假设 e, 的 标准 差 为 co 一 0.05.， 如果 我 们 打算 使 控制 调整 之 间 的 全 部 时 间 保 持 固定 
为 15 秒 ， 则 等 待 时 间 w 将 依赖 于 c,， 我们 将 假设 w ==15 一 c, 十 E,， 其 中 E, 是 
一 个 小 的 随机 误差 . 假设 是 零 均值 且 是 正 态 的 ， 同 时 宇航 员 响 应 时 间 的 限制 包含 
着 有 0. 1 秒 的 标准 差 . 

我 们 现在 考虑 解析 的 目标 .希望 确定 我 们 的 控制 程序 是 成 功 的 ， 我 们 特别 注 
意 到 w 一 0， 模 拟 能 够 确定 这 一 点 .我 们 同样 有 机 会 收集 到 系统 性 能 的 其 他 方面 
的 信息 ， 作 为 步 又 一 的 一 部 分 ， 现 在 我 们 需要 跟踪 选择 哪 一 些 性 能 的 度量 
(MOP)， 所 选择 的 MOP 应 该 提供 用 于 计算 控制 程序 选择 作 比 较 标准 的 那些 重要 
的 定量 信息 ， 假 设 我 们 的 初始 接近 的 速度 是 50 米 / 秒 ， 速 度 匹配 的 过 程 是 连续 变 
化 的 ， 接 近 的 速度 每 秒 减少 至 0. 1 米 ， 我 们 关心 取得 成 功 的 全 部 时 间 .， 它 将 是 我 
们 的 MOP， 此 时 结束 步骤 一 ， 我 们 将 它 总 结 于 图 9-6. 


| 变量 : 


一 第 ”次 速度 观测 的 时 间 ( 秒 ) 

Un = TERN tn 的 速度 ( 米 / 秒 ) 

cn 二 进行 第 二 次 速度 调整 的 时 间 ( 秒 ) 

an 一 第 = 次 速度 调整 后 的 加 速度 ( 米 / 秒 2) 
rn 一 第 (za 十 1) 次 观测 前 的 等 待 时 间 ( 秒 ) 
Rn = RE BT I CB) 

S。 一 计算 调整 的 时 间 ( 秒 ) 

Tv 一 进行 调整 的 时 间 ( 秒 ) 

so 一 控制 调整 的 随机 误差 ( 米 / 秒 ?) 

E, 二 等 待 时 间 的 随机 误差 ( 秒 ) 


tnt1 Staten t Wy 

Unt) Un 二 adn-1Cn 二 Tan 

Qn = — kUn ten 

En =R, +S, +T, 

w =15—c, +E, 

vo =50, to =0 

ER, =1, ES,=ET,=2, H 

Ras Sa. T, 的 分 布 已 经 被 给 出 了 

én 是 0 均值 ，0. 05 标准 差 的 正 态 分 布 
E, 是 0 均值 ，0. 1 标准 差 的 正 态 分 布 
| Ate: 确定 T=min{t,: | v, | <0.1} 


图 9-6 具有 随机 因素 的 对 接 问 题 的 步骤 一 的 结果 
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步骤 二 是 选择 建 模 的 方法 ， 我 们 将 使 用 基于 马尔 可 夫 性 质 的 蒙特 卡 罗 模 拟 方法 . 

一 般 的 想法 如 下 ， 在 每 个 时 间 步 长 ”存在 一 个 向 量 X,， 它 描述 了 系统 当前 
的 状态 .随机 向 量 的 序列 {X,} 具 有 马尔 可 夫 性 质 ， 换 句 话 说 ， 当 前 的 状态 X, 包 
含 着 所 有 的 确定 下 一 个 状态 X,+i 的 概率 分 布 的 信息 . 

模拟 的 一 般 的 结构 如 下 .首先 ， 我 们 初始 化 变量 同时 读 取 数 据 资料 的 文件 . 
在 这 个 阶段 我 们 必须 给 出 初始 状态 X. 下 一 步 ， 我 们 进入 循环 一 直 重 复 到 一 个 
终止 条 件 被 满足 ， 在 循环 当中 ， 我 们 使 用 X. 得 到 X,+i 的 分 布 ， 然 后 使 用 随机 数 
发 生 器 按照 这 个 分 布 确定 XL. 我 们 同样 必须 计算 和 存储 得 到 模拟 MOPs 所 必 
需 的 所 有 的 信息 ， 一 旦 终止 条 件 出 现 了 ， 我们 就 退出 循环 同时 输出 MOPs， 这 样 
我 们 就 完成 了 ， 这 个 模拟 的 算法 被 列 于 图 9-7. 我 们 必须 对 内 循环 进行 详细 的 讨 
论 . 现在 假设 状态 向 量 X, 是 一 维 的 . > 

Fat) = Pr{ Xm <t| X, = @}. 
O=X, 的 数值 确定 了 Xm HEE. BR Fe 将 状态 空间 
ECR 

映射 到 区 间 [0，1j. 可 以 用 多 种 多 样 的 方法 产生 [0，1] 上 的 随机 数 ， 同 时 可 以 用 
来 产生 具有 分 布 Fe 的 随机 变量 .因为 


y= F(x) 
给 出 映射 

五 一 [0,1]， 
反 函 数 

z= Fə (y) 
给 出 映射 

[0,1] —> E . 


如 果 U 是 LO，1] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ( 即 ，U 的 分 布 函 数 是 在 [0，1] 上 等 于 1, 
其 他 处 为 0 RRO. W X= Fe (OAD Fo AHF X,=0, 
Pr{ Xn <t}= Pr{Fe'(U) <2} 


= Pr(U < F,(2)} (7) 
= Fe (2) 
因为 
PriU<as=a2for0<2x<l. 
Begin 
Read data 


Initialize Xo 

While(not done) do 
Begin 
Determine distribution of Xn,+1 using X, 
Use Monte Carlo method to determine X,+1 
Update records for MOPs 
End 

Calculate and output MOPs 

End 


图 9-7 一 般 的 马尔 可 夫 模 拟 算法 
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例 9.3 令 {X,} 表 示 一 个 随机 过 程 ， 其 中 X.+i 服 从 速率 参数 为 X, 的 指数 分 
布 ， 假 设 X。 一 1， 确 定 首次 通过 时 间 
T = min{n:Xl 十 … 十 XX, > 100}, 
一 旦 我 们 讨论 从 X, 生成 和 ,+ 的 细节 ， 我 们 就 可 以 使 用 计算 机 模拟 去 解决 这 
个 问题 . FO=X,, Xi WBE RRA T z 之 0 


folz) = Oe 
分 布 函数 是 
Fel(x) = l-e®. 

今 

y= Fe(x)=1—e® 
求 反 函数 得 到 

z= Fa (y) = ed, 

因此 我 们 可 以 令 

X = 一 2 U) 


其 中 U 是 0 与 1 之 间 的 随机 数 . 图 9-8 给 出 了 完整 的 模拟 算法 . 


算法 : 首次 通过 时 间 模拟 ( 例 9. 3) 
变量 : X= 初始 状态 
NN 二 首次 通过 时 间 
输入 : X 
过 程 Begin 
S0 
N0 
until(S 之 100)do 
Begin 
U+Random {[0, 1]} 
R-X 
X+—In(1—U)/R 
S-S+X 
N-N+1 
End 
End 
输出 : N 


图 9-8 例 9.3 马尔 可 夫 模 拟 的 伪 代 码 
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前 面 的 讨论 给 出 了 根据 指定 的 分 布 生成 随机 变量 的 方法 . 虽然 在 理论 上 是 有 
用 的 ， 但 在 实践 上 有 时 有 些 麻烦 .有 许多 分 布 ， 诸 如 正 态 分 布 那 样 ， 很 难 计 算 它 
YZ PRK Fs: .我们 总 可 以 通过 从 函数 值 表 捅 值 绕 过 这 个 困难 ， 但 是 在 正 态 分 布 
的 情形 下 还 有 更 容易 的 方式 . 

中 心 极限 定理 保证 了 任何 的 具有 均值 w 和 方差 o? 的 独立 、 同 分 布 的 随机 变 
量 序 列 {X,)}， 标 准 化 的 部 分 和 

CX i +X.) = mp) 
oyn 
趋向 于 标准 正 态 分 布 ， 假设 {X,} 是 L0，1] 上 均匀 的 ， 则 


(8) 


Al n 充分 大 时 ， 随 机 变量 


(Xi t + X= 5 
Z= (9) 


n 


12 
近似 于 标准 正 态 分 布 ， 在 许多 情形 下 ,nn 之 10 就 足够 了 ， 我 们 将 取 n=12 以 便 消 
掉 (9) 式 中 的 分 母 ， 给 定 标准 正 态 随机 变量 Z， 其 他 的 均值 k 和 标准 差 o 的 正 态 
随机 变量 可 以 由 下 式 得 到 


Y = u +Z. (10) 
图 9-9 给 出 了 生成 具有 给 定 的 均值 和 方差 的 正 态 随机 变量 的 简单 的 算法 . 


算法 : 正 态 随机 变量 
变量 : wz 一 均值 


0 二 标准 差 

Y 一 具有 均值 wk 和 标准 差 o 的 正 态 随机 变量 
输入 ; po o 
过 程 : 


Begin 

S+-0 

for n =1 to 12 do 
Begin 
S+S+Random {[0, 1]} 
End 


图 9-9 正 态 随机 变量 蒙特 卡 罗 模 拟 的 伪 代 码 
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回 到 对 接 的 问题 ， 我 们 开始 步 又 三 ， 首 先 要 关心 的 是 确定 我 们 的 状态 变量 . 
在 这 个 情况 下 我 们 可 以 取 


| 


tn 


Un 


(11) 


I 


>< 9 
| 


an 
B = amı 

作为 我 们 的 状态 变量 ， 以 前 的 MOP 已 经 是 一 个 状态 变量 ， 为 了 这 个 目的 我 们 不 
需要 初始 化 或 者 更 新 任何 附加 的 变量 ， 图 9-10 给 出 了 我 们 的 对 接 问题 模拟 的 算 
法 . 记 法 Normally, ORRE 9-9 描述 的 算法 给 出 的 正 态 随机 变量 的 输出 ， 现 
在 我 们 将 假设 

cn = R, tS, +T, 
服从 均值 为 w= 王 5 秒 ， 标 准 差 为 o==1 秒 的 正 态 分 布 . 


算法 : 对 接 模拟 
变量 : 二 控制 参数 
”一 控制 调整 次 数 
T(n) = ft Te] (Bb) 
Vin) 一 当前 的 速度 (英尺 / 秒 ) 
A(n) 二 当前 的 加 速度 (英尺 / 秒 ?) 
B(n) 二 先前 的 加 速度 (英尺 / 秘 ?) 
MA: TO), VCO), ACO), BO), k 
we: 


Begin 

n0 

while | V(n) | >0. 1 do 
Begin 
c= Normal(5. 1) 
Bon) —ACn) 
A(n) Normal (—&£V(n), 0.05) 
w+ Normal (15—c, 0.1) 
TdT) +ce+w 
VOD Vn) +B + wAn) 
ne=n+1 
End 

End 

输出 : Tin) 


图 9-10 ”对 接 问 题 蒙特 卡 罗 模 拟 的 伪 代 码 


图 9-11 显示 了 20 次 模拟 运行 的 结果 ， 在 这 些 运 行当 中 对 接 时 间 的 范围 在 
156 秒 和 604 秒 之 间 ， 平 均 对 接 时 间 是 305 秒 . 

我 们 进行 了 一 次 关于 宇宙 飞船 对 接 速 度 匹配 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 我 们 的 模拟 考 
虑 了 在 人 机 系统 中 固有 的 随机 因素 ， 根据 我 们 认为 对 操作 性 能 所 做 的 合理 假设 ， 
模型 确定 了 一 个 完成 对 接 过 程 的 宽松 的 时 间 变 化 范围 ， 例 如 ， 初 始 相对 速度 为 
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0 100 200 400 500 600 


300 
对 接 的 时 间 ( 秒 ) 
图 9-11 对 于 对 接 问 题 对 接 时 间 分 布 的 直方 图 ，& 一 0.02，c 一 0. 1 


50 米 / 秒 ， 用 1 : 50 的 控制 系数 ， 平 均 需 5 分 钟 ， 但 是 小 于 3 分 钟 或 大 于 7 分 钟 的 
结果 也 经 常 出 现 ， 主 要 原因 是 飞行 员 完 成 控制 调整 过 程 的 时 间 . 

灵敏 性 分 析 的 一 个 重要 参数 是 完成 控制 调整 所 需 时 间 c, 的 标准 差 ， 我 们 假 
wc, 的 标准 差 为 o 一 1， 对 于 接近 于 1 的 c 值 运行 了 20 次 模型 ， 图 9-12 显示 了 运 
行 结果 . 像 图 9-5 那样 ， 竖 线 表 示 结 果 的 范围 ， 图 形 表 示 对 每 个 值 o 的 平均 输 
出 ， 可 以 看 出 我 们 全 部 的 结论 对 于 o 值 的 精确 度 相当 灵敏 ， 在 每 一 个 情形 下 平均 
对 接 时 间 都 在 300 秒 (5 分 钟 ) 左 右 ， 同 时 对 接 时 间 的 变化 相当 大 . 

很 可 能 灵敏 性 分 析 的 最 重要 的 参数 是 控制 参数 4， 我们 假设 &=0.02， 它 导 
致 了 一 个 大 约 为 300 秘 的 平均 对 接 时 间 . 图 9-13 显示 了 当 我 们 改变 & 值 时 运行 
若干 次 模型 的 结果 ， 对 于 每 个 新 的 & 值 运行 模型 20 次 .与 前 面 一 样 ， 竖 线 表 示 
结果 的 范围 ， 同 时 图 形 对 于 每 个 的 平均 结果 . 正如 我 们 所 期 望 的 ， 对 接 时 间 关 
于 控制 参数 相当 地 灵敏 ， 因 此 ， 求 出 最 优 的 * 值 是 非常 重要 的 ， 我们 将 把 这 个 
问题 留 作 习题 . 

这 个 模型 的 主要 的 稳健 性 问题 是 co 的 分 布 ， 这 里 我 们 假设 它 是 正 态 的 ， 前 
面 对 于 o 的 小 的 变化 我 们 的 结果 的 改变 是 不 明显 的 ， 同 时 我 们 也 没有 过 分 苛求 它 
的 精确 性 ， 我 们 有 足够 的 理由 期 望 模型 关于 c, 的 分 布 表现 出 稳健 性 ， 这 里 有 几 
个 简单 的 试验 可 以 验证 它们 自身 所 反映 的 稳健 性 ， 我 们 把 这 些 留 作 习题 . 
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对 接 时 间 ( 秒 ) 


o (fb) 


图 9-12 对 于 对 接 问 题 ， 对 接 时 间 与 第 = 次 控制 调整 时 间 的 标准 差 的 图 像 


对 接 时 间 ( 秒 ) 


oos + 00 + 005 0.03 
控制 参数 (h) 


图 9-13 ”对 于 对 接 问题 ， 对 接 时 间 与 控制 参数 上 的 图 像 


9.3 解析 模拟 


蒙特 卡 罗 模 拟 模型 相对 来 说 容易 实现 ， 而 且 直 观 诱 人 . 它 的 主要 缺点 是 需要 
进行 多 次 的 运行 模型 以 得 到 可 信 的 结果 ， 特别 是 在 灵敏 性 分 析 的 领域 .解析 模拟 
的 实现 更 加 困难 ， 但 是 推算 更 加 有 效 . 


240 第 三 部 分 概率 模型 


例 9.4 一 个 军事 行动 的 指挥 官 计 划 对 敌 方 一 个 有 很 好 的 防卫 的 目标 实行 空 
中 打击 ， 高空 战略 户 炸 机 将 被 用 于 攻击 这 个 重要 的 目标 .在 战斗 的 初期 确保 这 一 
攻击 的 成 功 是 非常 重要 的 ， 特 别 是 在 战斗 的 第 一 天 . 每 一 架 又 炸 机 有 0.5 的 概率 
摧毁 目标 ， 假 设 它 能 够 穿 过 空中 防线 且 捕 获 ( 即 发 现 ) 目 标 . — RRE IRN H ER 
的 概率 是 0.9， 目 标 由 两 个 地 对 空 导 弹 (SAM) 阵 地 和 若干 防空 火炮 保护 .飞机 的 
飞行 方式 使 得 它们 有 效 地 避 开 了 防空 火炮 (因为 飞机 很 高 )， 每 一 个 SAM 阵地 有 
它 自己 的 跟踪 雷达 和 计算 机 指挥 设备 ， 它 能 够 跟踪 两 架 飞 机 ， 和 同时 操纵 两 枚 导 
弹 . 情报 估计 一 枚 导弹 有 0.6 的 概率 摧 筑 其 目标 飞行 器 . 两 个 SAM 阵地 共用 一 
个 目标 搜索 雷达 ， 雷 达 对 于 50 英里 以 上 的 高 空 族 炸 机 非常 有 效 ， 搜 索 雷 达 的 有 
效 范 围 是 15 英里 ， 秘 炸 机 以 500 英里 /小 时 的 速度 在 5 英里 的 高 空 飞行 ， 发 起 攻 
击 需要 在 目标 的 上 空 盘旋 一 分 钟 ， 每 一 个 SAM 阵地 每 30 秒 可 以 发 射 一 枚 导弹 ， 
导弹 以 1 000 英里 /小 时 的 速度 飞行 . 要 派出 多 少 架 又 炸 机 才能 确保 摧 筑 这 个 
目标 . 

我 们 将 使 用 五 步 方 法 ， 步 又 一 是 形式 化 地 陈述 问题 ， 我们 希望 知道 要 多 少 架 
飞机 去 完成 这 个 任务 .目的 是 摧毁 目标 ， 但 是 很 清楚 我 们 不 可 能 要 求 100% 地 保 
证 成 功 ， 现 在 我 们 希望 有 99%% 的 把 握 摧 筑 目标 ， 稍 后 我 们 将 在 这 个 数值 上 做 灵 
敏 性 分 析 ， 假设 N 架 飞 机 被 派出 执行 这 个 任务 . 在 它们 完成 攻击 目标 之 前 被 空 
防 击落 的 飞机 的 数目 是 随机 变量 .我们 将 用 X 表示 这 个 随机 变量 .为 了 得 到 任 
务 完成 的 概率 S 的 表达 式 ， 我 们 将 分 成 两 个 阶段 进行 首先 我 们 将 得 到 给 定 在 完 
成 攻击 目标 的 任务 之 前 X=i 架 飞 机 被 击落 时 任务 完成 的 概率 P. 一旦 我 们 得 到 
X 的 概率 分 布 ， 就 可 以 算出 

S= DPPr(X =i}. (12) 

如 果 NN 架 飞 机 被 派出 同时 X=i 在 它们 到 达 目 标 之 前 被 击落 ， 这 时 就 有 
(NN 一 局 架 攻 击 的 飞机 .如 果 p 是 一 架 攻 击 的 飞机 摧毁 目标 的 概率 ， 则 (1 一 p) 
是 一 架 攻 击 的 飞机 没有 摧毁 目标 的 概率 .，(N 一 店 架 攻击 的 飞机 没有 摧毁 目标 的 
概率 是 

(1— p. 
于 是 ， 至 少 一 架 攻 击 的 飞机 成 功 地 摧毁 目标 的 概率 是 
P;=1—(—p)%*, (13) 
在 飞 往 目 标的 途中 在 攻击 之 前 暴露 于 空中 防线 的 全 部 时 间 是 


500 ee ha ' Eci = 1.8 分 名 
同时 再 加 上 在 目标 上 空 盘 旋 的 1 分 钟 ， 一 共 是 2.8 分 钟 ， 在 这 段 时 间 内 每 个 
SAM 阵地 可 以 发 射 5 枚 导弹 . 于 是 ， 攻 击 的 飞机 将 暴露 于 总 共和 =10 枚 导弹 的 
射程 之 内 ， 我 们 假设 被 击落 的 飞机 的 数量 X 将 服从 二 项 分 布 
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Pr(X =i}= (je 一 0 一 ， (14) 
其 中 


m ! 
Y )= Wm DI (15) 
是 二 项 式 系数 .( 式 (14) 的 分 布 是 m 次 试验 成 功 的 次 数 的 解析 的 模型 ， 其 中 9 表 
示 成 功 的 概率 .更 详细 的 参见 习题 12. ) 现 在 ， 为 了 计算 任务 成 功 的 概率 S， 我 们 
需要 将 式 (13) 和 (14) 代 人 式 (12) 中 去 . 我 们 的 目的 是 要 确定 最 小 的 N W S> 
0. 99， 从 而 结束 了 步骤 一 ， 图 9-14 总 结 了 我 们 的 结果 . 


变量 : 
N= Of oh Os ke FE BLAS R 
m 二 发 射 的 导弹 的 数量 
p= — FREE OL AE Be HES A te HY EE 
q= — BS OF fE chi Pe KE OL OH HE 
X= Kh A RH RL Re 
已 一 给 定 X= i 完成 任务 的 概率 
SHES TERN RAH 

假设 : 
p=(0.9)(0. 5) 
q=0.6 
m=10 
P;=1—(1— PNM: 


Pr (X=i} = (7) a= ori i=0, 1, 2 


ts mM 


S= 9} PiPr{X=i} 


目标 : 求 最 小 的 NB S>0. 99 


图 9-14 硝 炸 机 问题 的 步骤 一 的 结果 


步骤 二 是 选择 我 们 的 建 模 的 方法 .我 们 将 使 用 解析 模拟 模型 ， 在 蒙特 卡 罗 模 
拟 中 我 们 引入 随机 数 以 模拟 事件 ， 同 时 使 用 重复 试验 来 估计 概率 和 期 望 值 ， 在 解 
析 模 拟 中 我 们 使 用 概率 理论 与 计算 机 程序 的 组 合 去 计算 概率 和 期 望 值 ， 解析 模 拟 
在 数学 上 更 加 精密 ， 这 是 它 有 更 高 的 效率 的 原因 ， 解 析 模 拟 的 可 行 性 依赖 于 问题 
的 复杂 性 和 建 模 者 的 能 力 ， 许 多 高 级 熟练 的 分 析 家 把 蒙特 卡 罗 模 拟 作 为 最 后 的 手 
段 ， 只 有 在 他 们 不 能 得 到 合适 的 解析 模型 时 才 使 用 这 个 方法 . 

步骤 三 是 公式 化 模型 ， 图 9-15 显示 了 又 炸 机 问题 解析 模拟 的 算法 ， 二 项 式 
的 记 法 (m，i，g) 表 示 了 由 式 (14) 和 (15) 定 义 的 二 项 概率 的 值 
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算法 : RHEL 

变量 : 人 一 派出 的 秘 炸 机 的 数量 
m 一 发 射 的 导弹 的 数量 
pp 二 一 架 友 炸 机 能 够 摧毁 目标 的 概率 
9 二 一 枚 导弹 能 够 击落 友 炸 机 的 概率 
S 二 任务 完成 的 最 终 概 率 

MA: N, m, ps gq 


过 程 : 
Begin 
S+-0 
for i=0 to m do 
Begin 
P+1—(1~p)N7 
B+Binomial(m, i, q) 
S-S+P+B 
End 
End 
输出 : S 


图 9-15 又 炸 机 问题 解析 模拟 的 伪 代 码 


步骤 四 是 求解 这 个 模型 ， 我 们 使 用 计算 机 执行 图 9-15 中 给 出 的 算法 ， 输 入 
m 一 10 
p= (0.9)(0. 5) 
q= 0.6, 
同时 我 们 改变 N 得 到 图 9-16 所 示 的 结果 . 最少 需 要 N=15 架 飞 机 才能 保证 有 
99% 的 可 能 完成 任务 ， 步 又 五 是 回答 了 需要 把 这 个 任务 交 给 多 少 架 飞机 才能 够 有 
99% 的 把 握 取 得 成 功 的 问题 ， 管 案 是 15， 现 在 我 们 需要 进行 灵敏 性 分 析 来 讨论 
一 个 更 广泛 的 问题 ， 即 承担 这 个 任务 的 育 炸 机 的 最 佳 的 数量 是 多 少 ? 
首先 我 们 考虑 成 功 的 概率 S= 0.99. 这 是 我 们 虚构 的 一 个 数 ， 图 9-17 显示 
了 改变 这 个 参数 的 影响 .可 以 看 到 ,虽然 大 于 10 到 小 于 20 之 间 的 任何 数 都 可 
以 , 但 N=15 似乎 是 合理 的 决策 ， 派 出 多 于 20 架 飞 机 将 被 过 度 地 杀伤 . 
坏 的 天 气 将 降低 发 现 目 标的 概率 ， 它 是 p= 二 (0.9) (C0. 5) 的 一 个 因子 ， 如 果 发 
现 目标 的 概率 降低 到 0.5, M p=0.25, MF S>0.99 我 们 将 需要 至 少 N= 23 W 
飞机 ， 如 果 发 现 目标 的 概率 是 0. 3， 则 需要 N=35 架 飞 机 ， 发 现 目标 的 概率 与 完 
成 任务 所 需 的 飞机 的 数量 之 间 的 全 部 的 关系 被 表示 在 图 9-18 上 . 坏 的 天 气 时 ， 
我 们 是 不 可 能 派 飞 机 去 执行 这 样 的 任务 的 . 
这 一 类 模型 的 一 个 应 用 是 分 析 技 术 改 进 的 潜在 的 效果 .假设 我 们 有 一 架 又 炸 
机 飞行 速度 1 200 英里 /小 时 ， 要 求 在 目标 上 空 盘 旋 的 时 间 是 15 秒 ， 飞 机 暴露 在 
SAM 的 火炮 下 仅仅 是 一 分 钟 ， 防 空 阵地 能 射出 m= 枚 导弹 . 现在 要 在 99% 的 
把 握 下 完成 任务 需要 N=11 REE. 图 9-19 AH TRS ORME MS 
成 任务 的 概率 之 间 在 基线 的 情况 下 (防空 阵地 发 射 m= 二 10 枚 导弹 ) 和 在 先进 概念 
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需要 的 轰炸 机 的 数量 


希望 的 成 功 的 概率 
图 9-17 在 释 炸 机 问题 中 为 得 到 任务 完成 的 概率 需要 的 率 炸 机 的 最 小 数量 N 


下 的 飞机 Cm 二 4) 的 关系 .为 了 比较 方便 ， 我 们 同样 引信 了 发 射 m= 二 0 枚 导弹 的 情 
Gh. 这 条 曲线 表示 了 所 提出 的 技术 的 最 大 可 能 的 收益 ， 如 果 变 炸 机 没有 受到 防空 
阵地 的 威胁 ， 仍 然 至 少 需要 8 架 飞 机 才能 在 99% 的 把 握 下 成 功 . 

假设 我 们 能 生产 更 好 的 目标 识别 系统 ， 可 以 将 一 架 飞 机 摊 毁 目标 的 概率 增加 
到 0.8， 现 在 = (0. 9)(0.8) 王 0.72， 所 有 其 他 的 都 维持 不 变 ， 这 时 只 要 N=13 
架 飞 机 就 可 以 达到 S>0. 99. 这 还 不 是 十 分 惊人 的 改进 .如果 我 们 把 高 速度 的 层 
炸 机 与 高 精确 度 的 炸弹 组 合 在 一 起 ， 我 们 就 可 以 将 所 需 飞 机 的 数量 调整 到 8 架 . 
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需要 的 右 炸 机 的 数量 


0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
发 现 日 标的 概率 


图 9-18 在 友 炸 机 问题 中 秦 炸 机 能 够 发 现 目 标的 概率 与 需要 的 族 炸 机 的 最 小 数量 N 


Pr ( EL BRE HERE ) 


6 8 10 12 14 16 18 20 
KEP R E 


图 9. 19 APRA LIF] BIE HERE S 与 又 炸 机 的 数量 N 的 关系 ， 
导弹 发 射 的 数量 m=0, 4, 10 三 种 情况 的 比较 


如 果 我 们 低估 了 敌人 的 空中 防卫 能 力 会 怎样 ? 如 果 g==0.8， 则 需要 N=17 
架 飞 机 才 达 到 S>0. 99. 如果 q=0. 6 E m=15 URRE 3 SAM 阵地 )， 则 需要 
18 架 飞 机 ， 在 任何 的 情形 下 我 们 没有 对 一 般 的 结论 进行 仔细 的 修正 ， 

关于 稳健 性 的 问题 ， 在 模型 中 我 们 做 了 几 个 简化 的 假设 ， 我们 假设 每 一 架 飞 
机 独立 地 同时 以 相同 的 概率 发 现 目标 . SS, BRUM Hc, REE 
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标的 区 域 . 这 将 降低 其 余 的 炸弹 发 现 目 标的 概率 .我们 已 经 做 了 关于 这 个 参数 的 
灵敏 性 的 分 析 ，N 对 这 个 概率 是 相当 灵敏 的 . 虽然 我 们 的 模型 在 这 里 不 能 够 描绘 
出 依赖 性 ， 它 提供 了 一 个 界限 . 如 果 每 一 架 独立 的 飞机 至 少 有 50% 的 可 能 发 现 
目标 ， 则 N=23 架 飞 机 将 是 足够 的 . 

我 们 的 模型 同样 假设 了 SAM 阵地 不 会 朝 着 同一 架 飞 机 射击 两 次 .这 确实 是 
多 目标 环境 下 当 潜 在 的 目标 数量 超过 最 大 的 射击 次 数 时 的 最 优 的 策略 , 但 是 假设 
一 项 新 的 信息 技术 能 够 明显 地 减少 被 发 现 的 飞机 的 数量 ， 这 时 空 防 系统 就 可 能 有 
比 目 标 更 多 的 射击 次 数 ， 假 设 空 防 系统 能 够 告知 是 否 有 一 架 飞 机 被 击落 ， 于 是 他 
们 将 不 会 浪费 任何 的 射击 ， 如 果 d 架 飞 机 被 发 现 ， 则 m 次 射击 击落 的 飞机 数 可 
以 用 马尔 可 夫 链 模型 来 表示 ， 其 中 

X, E (0 1 md) 
是 n 次 射击 后 击 中 的 飞机 数 ， 状 态 转移 概率 是 
Pr{X,n = i 二 1 | X, = i}= q and Pr{X,, =i| X}, = i}=1—q 
对 于 O<i<d, RAR 
Pr{X,n = d | X,=d}=1. 

如 果 X =0, WX, 是 对 于 每 个 4 二 1，…，N 失掉 的 飞机 的 数量 ， 将 这 些 合并 到 
我 们 的 模型 的 修改 版 本 中 去 . 这 是 一 个 应 用 马尔 可 夫 链 作 瞬 时 分 析 的 例子 ， 对 于 
这 个 问题 实现 蒙特 卡 罗 模 拟 也 容易 得 多 . 参见 习题 14 和 15. 我 们 的 解析 模拟 模 
型 在 这 一 点 上 是 不 很 稳健 的 . 


9.4 习题 


1， 一 个 简单 的 碰 运 气 的 游戏 是 投掷 硬币 ， 庄家 投掷 一 枚 硬币 ， 在 硬币 落地 前 游 
戏 者 猜测 硬币 落地 的 状态 ， 如果 硬币 落地 的 状态 与 游戏 着 的 猜测 一 致 ， 庄 家 
给 游戏 者 $ 1; 否则 游戏 者 给 庄家 $ 1， 游 戏 者 以 $ 10 开始 . 

(a) 游 戏 者 在 他 翻 倍 他 的 本 钱 之 前 破产 的 可 能 性 是 什么 ? 使 用 五 步 方 法 和 蒙特 
卡 罗 模 拟 模 型 . 

(b)(a) 中 所 描述 的 游戏 平均 要 持续 多 长 时 间 ? 

ORR 25 次 硬币 后 游戏 者 平均 还 有 和 多少 钱 ? 

2. RA MRS. BRON 7 出 现 的 概率 是 1/6. 

(a) FE 100 次 投掷 中 5 次 连续 出 现 7 的 概率 是 多 少 ? 使 用 五 步 方法 和 蒙特 卡 罗 
模拟 模型 . 
Cb) RF — BBR 7 的 平均 次 数 是 多 少 ? 可 使 用 任何 的 方法 . 

3. 再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 ， 在 课文 中 我 们 提 到 了 如 果 顾 客 到 达 之 间 的 时 间 
服从 均值 为 1 的 指数 分 布 ， 则 一 周 内 到 达 的 顾客 的 人 数 是 均值 为 1 的 泊 松 
分 布 . 

(a) 将 蒙特 卡 罗 模 拟 用 于 一 周到 达 顾 客 数 的 模型 .假设 到 达 者 之 间 的 时 间 服 从 
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均值 1 的 指数 分 布 ， 模拟 确定 一 周 内 到 达 的 平均 数 ， 
(b) 修 改 模拟 的 程序 ， 跟 踪 模 拟 的 若干 周 中 有 0，1，2，3 或 多 于 3 个 到 达 者 
的 比例 ， 与 8. 1 节 给 出 的 泊 松 分 布 作 比较 . 


. (a) 重 复习 题 3， 但 是 现在 假设 顾客 到 达 之 间 的 时 间 是 0 和 2 周 间 的 均匀 分 布 . 


(b) 使 用 从 你 的 计算 机 输出 的 概率 去 修正 例 8. 1 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 

(c) 在 均匀 的 顾客 到 达 间 隔 时 间 的 假设 下 求解 关于 稳 态 概率 的 方程 < 一 rP. 

(d) 在 这 个 修改 过 的 例子 中 求 需求 超过 供给 的 稳 态 概率 . 

(e) 将 (d) 的 结果 与 8. 1 节 的 计算 进行 比较 同时 对 原来 的 模型 关于 随机 到 达 的 
假设 的 稳健 性 给 出 评论 . 


.再 次 考虑 例 9. 3 的 对 接 问题 ， 但 是 现在 假设 控制 调整 的 时 间 服 从 4 和 6 秒 之 


间 的 均匀 分 布 . 

(a) 修 正 图 9-10 的 算法 反映 出 在 c, 的 分 布 上 的 变化 . 

(b) 在 计算 机 上 实现 (a) 的 算法 . 

(c) 对 于 二 0.02 HE 20 次 模拟 ， 同 时 列 出 你 的 结果 .估计 平均 对 接 时 间 . 

(d) 将 (c) 的 结果 与 9. 2 节 的 结果 作 比 较 . 你 是 否 会 说 模型 关于 o 是 正 态 分 布 
的 假设 是 稳健 的 ? 


.再 次 考虑 例 9. 3 的 对 接 问 题 . 


(a) 在 计算 机 上 实现 图 9-10 的 算法 ， 作 几 次 模型 的 模拟 ， 与 课文 的 结果 作 
比较 . 

《b) 改 变 参 数 & 确定 这 个 控制 参数 的 最 优 值 . 对 于 每 个 & 值 ， 你 将 需要 进行 几 
次 模拟 以 确定 其 平均 特性 . 

〈c) 研 究 (b) 中 你 的 答案 对 于 字 宙 飞船 的 初始 速度 (我 们 假设 是 50 米 / 秒 ) 的 灵 
敏 性 . 

(d) 研 究 (b) 中 你 的 答案 对 于 对 接 阔 值 (我 们 假设 是 0. 1 英尺 / 秒 ) 的 灵敏 性 . 


， 再 次 考虑 例 9. 1 的 雨天 问题 ， 但 是 现在 假设 如 果 今 天 是 雨天 ， 则 明天 有 5% 


的 可 能 是 雨天 ， 同 样 地 如 果 今 天 是 晴天 ， 则 明天 有 75% 的 可 能 是 晴天 ， 在 假 
期 我 们 到 达 的 这 一 天 是 晴天 (X, =0). 

Ca) 确定 今后 任何 一 天 是 雨天 的 稳定 状态 概率 .模型 {X,} 是 马尔 可 夫 链 . 

(b) 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 估计 三 个 连续 雨天 的 概率 . 


， 再 次 考虑 第 8 章 习题 10 的 细胞 分 裂 问题 . 


(a) 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 去 模拟 细胞 分 裂 的 过 程 ， 要 多 少时 间 平 均一 个 细胞 增长 
到 100 个 细胞 ? 
(b) 一 个 细胞 将 死 于 达到 100 细胞 之 前 的 概率 是 什么 ? 


. 〈 继 续 第 7 章 的 习题 8) 使 用 蒙特 卡 罗 方 法 模拟 一 个 随机 到 达 的 过 程 ， 到 达 速 率 


是 5 分 钟 ， 确 定 在 :一 1 小 时 之 前 最 后 一 个 到 达 者 与 :二 1 小 时 后 下 一 个 到 达 者 
之 间 的 平均 间隔 时 间 . 
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10. 


11. 


13. 


14. 


(继续 第 7 章 的 习题 9) 模 拟 超 市 收 款 台 排队 的 问题 ， 引 入 一 个 随机 数 表示 你 

的 服务 时 间 ， 同 时 去 看 有 多 少 随机 数 超 过 了 这 个 数 . 重复 这 个 模拟 许多 次 确 

定 开始 发 现 有 超过 你 的 随机 数 的 平均 个 数 ， 解释 你 的 答案 与 第 7 章 习 题 9(c) 

得 到 的 答案 之 间 的 差异 . 

再 次 考虑 例 8. 1 的 存货 问题 ， 确 定 每 周平 均 损 失 的 销售 量 . 

(a) 假 设 每 天 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 0.2， 以 一 天 为 时 间 步 长 作 蒙 特 卡 罗 模 拟 
一 周 的 销售 活动 。 对 于 初始 存货 为 一 个 、 两 个 、 或 三 个 水 族 箱 通过 重复 
的 模拟 确定 平均 损失 的 销售 量 . 

(b) 将 (a) 中 的 结果 于 8. 1 节 计 算 的 稳定 状态 概率 结合 起 来 确定 每 周全 部 平均 
损失 的 销售 量 . 


， 这 个 题 说 明了 二 项 式 模型 .假设 考虑 m 个 独立 的 随机 试验 ， 其 中 每 一 个 试 


验 成 功 的 概率 为 9， 令 X;=1 表示 第 i 个 试验 成 功 ， 否 则 为 X;= 二 0， 则 X= 

Xi 十 … 十 X。 表示 成 功 试验 的 次 数 . 

(a) 证 明 EX=mq, VX =mq(1—q). [提示 ; 首先 证 明 EX, =q 和 VX, 二 
da(1 一 g).] 


(b) 解 释 为 什么 X==1 有 (”) 中 可 能 的 发 生 方式 ， 为 什么 每 一 种 有 概率 gi (1 


=g)". 

Co) ME REA TE ARRAS HY (14) sR ETE m 次 试验 中 工 次 成 功 的 概率 ， 

再 次 考虑 例 9. 4 的 又 炸 机 的 问题 .修改 模型 得 出 在 这 个 任务 期 间 损 失 的 飞机 

数量 的 期 望 值 ， 还 要 考虑 攻击 以 后 当 育 炸 机 离开 目标 区 域 时 损失 飞机 的 可 

能 性 . 

(a) 如 果 派 出 N= 二 15 架 飞 机 ， 在 任务 期 间 平 均 损失 多 少 架 飞机 ? 

(b) 关 于 N 作 灵 敏 性 分 析 . 

(c) 如 果 我 们 使 用 高 级 的 秦 炸 机 ， 飞 行 速度 为 1 200 英里 /小 时 ， 在 目标 上 空 
只 需 盘 旋 15 秒 钟 结果 会 怎样 ? 

(d) 关 于 一 枚 导弹 击落 一 架 飞 机 的 概率 q 作 灵 敏 性 分 析 ， 考 虑 g 二 0.4，0. 5， 
0.6, 0.7 和 0. 8 的 情形 . 叙述 你 的 一 般 的 结论 ， 在 什么 样 的 环境 下 一 个 
负责 任 的 指挥 官 将 会 命令 他 的 驾驶 员 去 执行 这 个 任务 ? 

再 次 考虑 例 9. 4 的 胡 炸 机 的 问题 ， 假 设 先进 的 技术 可 以 使 得 多 数 的 秦 炸 机 能 

够 穿 过 空中 防线 而 不 被 发 现 . 

Ca) 假设 有 4 架 飞 机 被 发 现 了 ， 令 Y 表示 经 历 防 空 阵地 8 次 射击 而 幸存 的 飞 
机 的 数量 .确定 Y 的 概率 分 布 ， 计 算 在 完成 攻击 之 前 平均 损失 的 飞机 数 . 
基于 马尔 可 夫 链 模型 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 像 9. 3 节 最 后 那样 讨论 . 

(b) 重 复 (a) 但 是 使 用 解析 模拟 的 方法 . 

(co) 假设 要 求 你 将 多 个 导弹 射击 一 架 飞 机 的 可 能 性 合并 入 例 9. 3 的 模型 中 . 
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15. 
16. 


17. 


18. 


对 你 来 说 有 两 个 可 能 的 选择 ， 你 可 以 写 一 个 纯粹 的 解析 模拟 与 (b) 的 结果 
结合 起 来 ， 或 者 你 可 以 使 用 (a) 中 的 推广 的 蒙特 卡 罗 模 拟 模型 得 到 对 于 
d 一 1，…，7 架 飞 机 被 发 现时 了 的 概率 分 布 ， 把 这 些 结果 作为 资料 合并 
到 模型 中 ， 哪 一 个 是 你 的 选择 ? 为什么? 

(困难 的 问题 ) 实 现 习题 14(c) 描 述 的 模型 的 增强 . 

再 次 考虑 例 9. 4 BS KE BL AY [a] 

(a) 如 果 派 出 N=15 架 飞 机 ， 使 用 蒙特 卡 罗 模 拟 求 出 完成 任务 的 概率 . 

(DAF NEREDA. 对 于 N 二 12，15，18 和 21 确定 任务 完成 的 近似 
概率 . 

(c) 从 模型 的 组 建 和 灵敏 性 分 析 的 难度 这 两 方面 比较 蒙特 卡 罗 模 拟 和 解析 模 
拟 的 相对 的 优越 性 . 

再 次 考虑 例 9. 4 的 又 炸 机 的 问题 .这 个 问题 给 出 二 项 式 


Ca +o)" = D (" aor 
如 何 被 用 于 简化 课文 中 提 到 的 解析 模拟 模型 . 
(a) 使 用 二 项 式 得 到 下 面 的 方程 
S=1— (1—p" "(g++ op — 9)". 
(b) 证 明 保证 任务 完成 的 概率 S 所 需要 的 飞机 的 数量 N 是 大 于 或 等 于 


(1— S)(— p)” 
log] Ho pe ey | 
log(1— p) 


. 


的 最 小 的 整数 . 
(ec) 使 用 这 个 公式 验证 图 9-17 中 的 灵敏 性 分 析 的 结果 . 
无 线 电 通讯 的 频道 20% 的 时 间 是 激活 的 ，80% 的 时 间 是 空闲 的 ， 平均 信息 
持续 20 秒 ， 一 个 扫描 传感器 周期 地 监视 着 这 个 频道 企图 查 出 使 用 这 个 频道 
的 发 射 器 的 位 置 ， 一 个 扫描 仪 工 作 的 解析 模拟 模型 被 构成 了 ， 如 果 一 次 扫描 
时 频道 的 状态 (激活 或 空闲 ) 被 认为 是 独立 于 前 一 次 扫描 期 间 频道 的 状态 至 少 
是 近似 地 正确 的 ， 这 时 它 是 一 个 非常 简单 的 模型 ， 使 用 2 - 状态 马尔 可 夫 过 
程 作为 频道 的 模型 同时 用 解析 模拟 确定 需要 多 长 时 间 就 达到 了 稳定 状态 ， 这 
个 过 程 实质 上 就 忘掉 了 初始 的 状态 . 
(a) 确 定 这 个 马尔 可 夫 过 程 的 稳定 状态 分 布 . 
(b) 得 出 状态 概率 P,(i) 二 Pr{X, 二 让 所 满足 的 微分 方程 组 [参见 8. 2 节 ] 
(OMR X ==0( 频 道 空闲) 需要 多 长 时 间 状 态 的 概率 在 稳定 状态 值 的 5% 
之 内 ? 
(d) 假 设 X, 二 1( 频 道 激活 ) 重 复 (c). 
Ce) 扫描 间隔 为 多 远 的 马尔 可 夫 性 质 就 可 以 (至 少 是 近似 的 ) 应 用 于 这 个 
模型 ? 
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19. 这 个 问题 提出 一 个 使 用 解析 模拟 解决 例 9. 1 的 雨天 问题 的 途径 . 


(a) 令 C, 表示 从 第 上 天 开始 的 连续 下 雨 的 天 数 . 证 明 {C,} 是 马尔 可 夫 链 .给 
出 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 图 和 转移 矩阵 ， 

(b) 我 们 关心 max{Ci, ++, C) >23 的 概率 ， 在 (a) 中 通过 限制 状态 空间 仅仅 
是 (0，1，2，3} 改 变 马尔 可 夫 链 模型 .改变 状态 转移 概率 使 得 状态 3 是 
个 吸收 状态 ， 即 令 


Pr {Cui 3 | C， 3}= 1. 

解释 为 什么 这 一 周至 少 连续 三 天 下 雨 与 Pr{C;=3 | C, 二 0) 相同 . 

Cc) 假设 每 天 下 雨 的 可 能 是 50%， 使 用 第 8 章 的 方法 计算 一 周 内 至 少 连续 三 
天 下 雨 的 概率 . 

(d) 关 于 50% 的 假设 作 灵 敏 性 分 析 . 将 你 的 结果 与 图 9-5 得 到 的 结果 作 
比较 . 

(e) 将 这 个 解析 模拟 与 9. 1 节 使 用 的 蒙特 卡 罗 模 型 作 比 较 ， 你 喜欢 哪 一 个 ， 
为 什么 ? 如 果 你 现在 刚刚 遇 到 这 个 问题 ， 你 选择 哪 一 个 建 模 的 方法 ? 
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数学 是 解决 问题 的 语言 ， 是 所 有 科学 和 技术 的 核心 ， 接 受 数学 教育 的 优点 是 
使 你 可 以 自由 地 选择 从 事 任 何 你 能 够 想到 的 技术 方面 的 事业 ， 我 们 下 面 简要 地 介 
绍 一 些 数学 专业 的 学 生 可 以 从 事 的 常见 事业 ， 我 们 也 会 对 如 何 利用 数学 来 解决 实 
际 中 的 问题 从 而 在 工作 中 获得 成 功 给 出 一 些 建议 ， 大 多 数学 生 所 考虑 的 第 一 个 问 
题 是 直接 工作 还 是 继续 攻读 更 高 一 级 的 学 位 ， 我 们 就 首先 介绍 数学 专业 的 大 学 毕 
业 生 和 硕士 研究 生 可 以 选择 的 丰富 的 就 业 机 会 . 

当前 数学 专业 的 学 生 的 首选 工作 是 计算 机 程序 设计 ， 预 计 对 胜任 的 程序 员 的 
大 量 而 且 呈 稳定 增长 的 需求 会 持续 相当 一 段 时 间 . 数学 专业 的 学 生 比 程序 员 的 平 
均 水 平 要 好 ， 雇 主 也 知道 这 一 点 .为 获得 大 多 数 人 门 水 平 的 工作 的 资格 ， 你 所 要 
做 的 就 是 完成 三 到 四 门 计算 机 课程 ， 包 括 一 门 数据 结构 课程 、 学 会 一 种 通用 的 纺 
程 语言 ， 比 如 C、FORTRAN 或 COBOL. 通常 不 会 要 求 有 计算 机 的 学 位 ， 这 是 
因为 没有 足够 的 计算 机 专业 的 学 生来 满足 空缺 的 工作 需求 ， 计算 机 程序 设计 是 一 
种 有 很 好 销路 的 技能 ， 它 可 以 为 你 打开 许多 扇 门 ， 当 你 得 到 一 份 工作 并 证 明 你 作 
为 程序 员 的 能 力 后 ， 你 会 发 现 许多 其 他 的 机 会 会 自己 出 现 ， 

数学 专业 毕业 生 的 另 一 个 很 好 的 工作 是 保险 精算 ， 保 险 精 算 公 司 经 常会 只 根 
据 其 在 学 校 中 的 成 绩 来 聘用 一 位 好 的 数学 专业 的 学 生 ， 但 如 果 你 确实 对 保险 精算 
有 兴趣 ， 一 个 很 好 的 做 法 是 在 毕业 之 前 通过 保险 精算 的 第 一 次 考试 (包括 微 积分 
和 线性 代数 )， 成 为 一 个 完全 合格 的 保险 精算 师 需要 通过 一 系列 的 十 次 考试 . 保 
险 精 算 学 的 一 些 研 究 生 课程 会 帮助 你 准备 这 些 考试 ， 你 也 可 以 自学 . 如果 你 有 能 
力 并 且 不 断 自我 训练 提高 ， 在 十 年 或 更 少 的 时 间 内 就 可 以 达到 这 个 非常 有 意思 而 
且 收 入 丰厚 的 行业 的 顶点 ， 几 乎 每 一 家 财富 500 强 公 司 都 至 少 有 一 位 副 总 裁 是 保 
险 精算 师 . 在 保险 公司 和 独立 的 保险 精算 公司 中 都 有 很 多 的 机 会 . 保险 精算 师 为 
这 些 公司 做 数学 模型 的 工作 ， 对 那些 对 商业 有 强烈 兴趣 的 人 ， 这 是 一 个 非常 好 的 
途径 ， 而 且 你 不 需要 通过 任何 关于 商业 、 经 济 或 会 计 的 课程 . 

很 多 学 生 选 择 将 其 数学 学 位 与 某 个 第 二 学 位 相 结合 ， 比 如 工程 、 计 算 机 科 
学 或 会 计 学 ， 这 些 专业 的 好 学 生得 到 一 个 很 好 的 工作 当然 是 不 会 有 问题 的 ， 他 
或 她 可 能 遇 到 的 一 个 问题 就 是 这 个 工作 在 多 大 程度 上 会 用 到 其 全 部 的 数学 知 
R. 坦率 地 讲 ， 这 有 好 的 方面 也 有 坏 的 方面 坏 的 方面 是 在 工作 的 前 一 两 年 
内 ， 很 少 有 机 会 用 到 许多 在 学 校 里 学 到 的 数学 . 每 个 人 都 要 从 某 个 地 方 开始 ， 
大 多 数 人 要 从 最 底层 开始 . 要 记 住 的 最 重要 的 事 是 在 工作 中 要 投入 能 量 、 热 
情 ， 处 理 问题 精确 .考察 你 这 段 时 间 的 工作 情况 ， 可 以 来 检验 你 是 否 已 准备 承 
担 更 复杂 的 工作 .好 的 方面 是 一 旦 你 通过 了 人 人 门 阶段 ， 就 会 有 大 量 的 真正 的 机 
会 来 应 用 你 的 数学 知识 解决 重要 而 有 意思 的 问题 . 当然 ， 你 需要 证 明 你 能 够 处 
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理 这 一 挑战 . 

现在 我 们 来 讨论 那些 希望 攻读 更 高 一 级 学 位 的 数学 专业 毕业 生 的 一 些 机 会 . 
事实 上 在 所 有 研究 生 培 养 计 划 中 数学 专业 的 学 生 都 是 很 受 欢迎 的 ， 特 别 是 在 科学 
和 工程 方面 .如果 你 关注 一 下 在 大 多 数 的 这 些 领域 所 做 出 的 前 沿 工作 ， 你 就 会 发 
现 它 涉 及 了 很 多 的 数学 ， 在 这 里 没有 足够 的 篇 幅 来 描述 那些 可 能 机 会 的 惊人 的 多 
样 性 ， 我 们 集中 来 讨论 那些 主要 与 解决 实际 问题 的 数学 方向 有 关 的 领域 . 

在 数学 方面 进一步 的 研究 生 教育 对 已 经 获得 数学 学 位 的 人 来 说 是 一 个 很 明显 
的 选择 如 果 你 对 解决 实际 问题 有 兴趣 ， 你 应 该 寻求 那些 在 应 用 数学 、 统 计 或 运 
筹 学 方面 有 培养 计划 的 研究 生 院 、 计 算 机 科学 是 另 一 个 有 吸引 力 的 选择 ， 其 原因 
我 们 已 经 在 前 面 做 了 说 明 . 有 很 好 的 计算 背景 的 聪明 的 数学 专业 学 生 会 在 计算 机 
科学 研究 生 院 中 发 现 大 量 的 机 会 来 运用 他 们 的 数学 技能 .毕业 后 ， 这 些 人 会 拥有 
强大 的 数学 和 计算 机 的 综合 技能 ， 能 够 承担 多 种 类 型 的 引人入胜 的 实际 问题 ， 统 
计 是 另 一 个 很 好 的 选择 ， 许多 统计 学 家 都 是 从 获得 一 个 数学 学 位 开始 的 ， 工 作 的 
机 会 有 很 多 ， 其 多 样 性 也 是 超出 大 多 数 人 的 想像 的 。 数 学 模型 的 一 些 最 有 意思 的 
工作 就 是 由 统计 学 家 完成 的 . 

运筹 学 是 一 个 非常 广泛 的 研究 领域 ， 它 包括 了 我 们 通常 认为 的 数学 建 模 的 很 
大 一 部 分 内 容 ， 它 包括 最 优化 问题 的 研究 、 排 队 论 、 存 储 论 ， 拥 有 一 个 数学 学 位 
而 进入 到 这 一 领域 是 可 能 的 ， 但 更 好 的 是 从 一 个 运筹 学 领域 的 高 级 学 位 开始 .这 
里 最 大 的 问题 是 要 找到 正确 的 方向 数学、 统计 、 计 算 机 科学 、 工 程 、 甚 至 
MBA 通常 都 会 提供 一 个 这 一 领域 的 专业 或 方向 .选择 你 喜欢 的 任何 一 个 ， 哪 个 
系 授予 学 位 不 会 有 太 大 的 不 同 . 不 同 的 学 校对 这 一 方向 属于 哪个 系 有 不 同 的 原 
m. 另 一 个 使 人 迷惑 的 问题 是 这 个 方向 的 名 称 . 运筹 学 、 运 筹 管理 学 、 管 理科 学 
和 系统 科学 都 是 不 同 的 名 称 ， 但 他 们 实质 上 是 相同 的 ， 再 强调 一 次 ， 在 你 的 学 位 
证 上 出 现 的 是 哪 一 个 名 称 并 没有 太 大 关系 . 

如 果 你 对 科研 和 教学 有 兴趣 ， 就 要 考虑 一 个 博士 计划 ， 一 个 数学 博士 是 在 
学 术 中 比较 有 市 场 的 学 位 ， 而 应 用 数学 的 一 些 分 支 ( 如 数值 分 析 、 偏 微分 方程 
的 博士 则 可 以 在 工业 的 研究 实验 室 中 找到 很 好 的 工作 ， 如 果 你 对 学 术 工 作 有 兴 
趣 ， 你 也 可 以 考虑 攻读 统计 、 计 算 机 科学 或 运筹 学 的 博士 学 位 ， 你 会 发 现 所 做 
的 工作 主要 是 数学 ,而 且 工 作 的 市 场 会 比较 好 ， 薪 水 也 会 比较 高 ， 事 实 上 , 在 
科学 和 工程 的 几乎 任何 领域 的 博士 培养 计划 都 会 提供 丰富 的 机 会 来 应 用 数学 解 
决 实际 问题 ， 你 不 要 担心 什么 会 限制 你 的 想像 力 、 最后， 不 要 忽视 综合 的 博士 
学 位 的 可 能 ， 数 学 物理 学 、 数 学 生物 学 、 数 学 心理 学 和 数学 经 济 学 都 会 给 出 特 
别 的 挑战 ， 你 也 会 开始 考虑 是 从 事 学 术 工 作 还 是 工业 工作 .学 术 工 作 在 生活 方 
式 上 比较 优越 ， 而 工业 工作 通常 会 获得 双 倍 的 收入 ， 你 会 希望 站 在 一 个 选择 的 
位 置 上 . 
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independent random variables( 独 立 随机 变量 》 
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inductor( 感 应 器 ) 166 

infectious disease problem (传染 病 问 题 ) 

151, 234 

integer programming( 整 数 规划 ) 102 

intrinsic growth rate( 内 个 增长 律 ) 128 


inventory problem (目录 问题 ) 272, 304, 
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iteration function RAR) 160, 182 
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Lagrange multipliers( Fi4#% BI AEF) 32 
Lanchester model( Lanchester 模型 ) 150 
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limit cycle( 极 限 环 ) 207 

linear approximation (线性 逼近 ) 153, 
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linear contraction( 线 性 约束 ) 163 

linear programming( 线 性 规划 ) 83 

linear regression( 线 性 回归 ) 295 
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Markov chain( 马 尔 可 夫 链 ) 272 


Markov decision theory( 马 尔 可 夫 判 定 定理 ) 
283 


Markov process( 马 尔 可 夫 过 程 ) 283, 306 
Markov property( 马 尔 可 夫 性 质 ) 285, 320 


memoryless property (无 记忆 人 性质) 
257, 284 

minimum viable population level( 最 小 的 有 效 
种 群 水 平 ) 137, 149, 184, 235 

Monte Carlo simulation( 蒙 特 卡 罗 模 拟 ) 314 
MOP( 系 统 表现 的 度量 值 ) 314，317，318 
multiple regression( 多 元 回归 ) 309 
mutivariable chain rule( 多 变量 函数 的 链 式 法 
Mj) 31, 48 

multivariable constrained optimization( 多 变量 
约束 最 优化 ) 34 

multivariable unconstrained optimization( 多 变 
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Murphy’s Law( Murphy 法 则 ) 267, 292 
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newspaper problem (报纸 问题 ) 
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Newton’s method( 牛 顿 方法 ) 67, 79 
nonlinear programming( 非 线性 规划 ) 83 
normal random variable( 正 态 随 机 变量 ) 326 
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one-variable optimization( 单 变量 最 优化 ) 3 
outliers( 远 离 点 ) 302 
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pendulum problem( 钟 摆 问 题 ) 239 

phase portrait( 相 图 ) 169 

pig problem( 售 猪 问题 ) 3, 9, 10, 61, 81 

Poisson distribution( 泊 松 分 布 ) 266，273 

Poisson process( 泊 松 过 程 ) 258 

polynomial least squares( 多 项 式 最 小 二 乘法 ) 
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predator-prey problem (捕食 -被 捕食 问题 》 
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price elasticity( 价 格 弹性 系数 ) 26 

probability distribution( 概 率 分 布 ) 250 
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R-squared statistic(R 平方 统计 量 ) 299 

radioactive decay problem( 放 射 训 变 问 题 ) 

254, 265 

rainy day problem (雨天 问题 ) 313, 

340, 343 

random arrivals( BAHL EIA) 256 

random search( 随 机 搜寻 ) 72 

random variable( 随 机 变量 ) 314 

range of normal variation (正常 变化 范围 》 
261 

rate diagram( 速 率 图 ) 286 

resistor( 电 阻 ) 176 

RLC circuit problem (RLC 电路 问题 )》 178, 

187, 204, 212, 238, 239 

robustness( 稳 健 性 ) 14 

Runge-Kutta method( 龙 格 - 库 塔 方法 ) 208 
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scanning sensor problem( 扫 擅 传 感 器 问题 ) 
268，342 

self-similar( 自 相似 ) 217 
sensitivity( 灵 人 敏 性 ) 10, 65 


sensitivity analysis( 灵 人 敏 性 分 析 ) 7 
shadow price( 影 子 价 格 ) 51, 53 
simplex method( 单 纯 形 法 ) 85 
slack variable( 松 弛 变量 ) 85 


spreadsheet( 电 子 表 格 ) 95, 112, 207 
stable( 稳 定 ) 133, 138 


standard normal distribution( 标 准 正 态 分 布 ) 
260 

state space( 状 态 空 间 ) 129, 134 

state transition diagram( 状态 转 移 图 ) 274 

state transition matrix( 状 态 转移 矩阵 ) 274 

state transition probability (状态 转移 概率 ) 
274 

state variable( 状 态 变 量 ) 129, 134 

statistical inference( Zeit HEB) 259 

statistically significant (it  #) 261 

steady-state( 稳 定 态 ， 稳 态 ) 129 

steady-state distribution( 稳 态 分 布 ) 277 

stock market problem( 股 市 问题 ) 305 

strange attractor( 奇 怪 吸 引子 ) 229 

strong law of large numbers( 强 大 数 定律 ) 

252, 314 

supply and demand problem (供需 问题 ) 
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taxicab problem( 出 租车 问题 ) 
time delay (t) 141, 147 
time series model( 时 间 序 列 模型 ) 304 

tree problem (树木 问题 ) 127，148，153， 
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uniform distribution( 均 匀 分 布 ) 326 
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vi characteristic(vi 特征 ) 168 
variance( Fy #2) 260 

vector field( 速 度 场 ) 135 
velocity vector( 速 度 向 量 ) 135 
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weather problem( 天 气 问 题 ) 222, 243 
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